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Устойчивость железобетонной арки при ползучести 
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Аннотация: Исследовано явление потери устойчивости при ползучести железобетонных 
арок. Решение задачи выполнено при помощи метода конечных элементов. Для анализа 
устойчивости использован метод Ньютона-Рафсона. Установлено, что существует 
длительная критическая нагрузка, при превышении которой рост стрелы прогиба носит 
незатухающий характер. 
Ключевые слова: железобетонная арка, устойчивость, ползучесть, геометрическая 
нелинейность, метод конечных элементов, метод Ньютона-Рафсона. 

 

Рассматривается параболическая арка, шарнирно опёртая по концам, 

загруженная равномерно распределённой нагрузкой q. Расчётная схема 

представлена на рис. 1.  

 
Рис.  1. – Расчетная схема арки 

В качестве закона связи между напряжениями и деформациями 

ползучести используется уравнение вязкоупругопластической модели 

наследственного старения бетона [1]: 
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где )(tσ - напряжение в бетоне в момент времени t, )(tE  - модуль упругости, 

)]([ tf σ  - функция напряжений, определяющая связь между напряжениями и 

мгновенными деформациями, ),( τtC  - мера ползучести, имеющая вид: 
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где C, B, α, γ – релаксационные константы. 

 Переход от интегральной формы к дифференциальной для уравнения 

(1) при мере ползучести, определяемой выражением (2), приводится в 

работах [2,3,4]. 

В качестве зависимости между напряжениями и мгновенными 

деформациями используется формула Сарджина [5,6]: 
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где ,/ Rεεη =  Rε  — значение деформации при R=σ ; коэффициент k   

характеризует кривизну диаграммы  εσ − ; Rk λ/1= , где Rλ  — коэффициент 

изменения секущего модуля (коэффициент упругости бетона) в вершине 

диаграммы εσ − .   

Между RR λ, и Rε  существует следующая зависимость: 

,0 RRER λε=          (4) 

где 0E  — начальный модуль упругости бетона. 

Величину Rε  можно определить по эмпирической формуле [5]: 

,
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R
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где  058.0=α  для тяжелого бетона и 0.047 для легкого. 

 Соответствующие формуле Сарджина функция напряжений имеет вид: 
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В работах [7,8] показывается, что задача устойчивости арки при 

ползучести сводится к системе уравнений, имеющей вид: 

 { } },{}{])[]([ ∗+=+ FFUKK Г       (7) 
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где ][K  – матрица жесткости, ][ ГK  – геометрическая матрица жесткости, { }U  

- вектор неизвестных перемещений в узлах, }{F  – вектор внешних узловых 

сил, }{ ∗F  – вектор дополнительной нагрузки, связанный с деформациями 

ползучести. 

 Для решения системы (7) используется метод Ньютона-Рафсона. 

Деформации ползучести определяются при помощи линейной 

аппроксимации по времени [8-10].  

Была решена модельная задача при следующих исходных данных: 

бетон класса B30, модуль упругости стали ES = 2·105 МПа, коэффициент 

армирования μ = 2%, сечение квадратное 30×30 см, пролет арки L = 20 м, 

подъем f = 3.2 м, расстояния от центра тяжести сечения до центров тяжести 

арматурных стержней yS = yS' =12 см.  

График зависимости прогиба в середине пролета от нагрузки при 

кратковременном нагружении представлен на рис. 2. Мгновенной 

критической нагрузке соответствует такая величина q, при которой прогиб 

стремится к бесконечности. Из рис. 2 видно, что qмгн ≈ 220 кН/м.   

 
Рис.  2. – Зависимость прогиба от нагрузки при кратковременном нагружении 

На рис. 3 представлены графики развития во времени прогиба в 

середине пролета арки при следующих величинах нагрузки: 1 – q =165 кН/м, 
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2 – q = 160 кН/м, 3 – q = 153 кН/м, 4 – q = 140 кН/м. Из рис. 3 видно, что к 

конечному значению прогиб стремится только при q = 140 кН/м. При 

бόльших величинах нагрузки участок затухающей ползучести сменяется 

участком с постоянной скоростью роста прогиба 
t
v
∂
∂ , а на кривой 1 имеется и 

участок, на котором 
t
v
∂
∂ возрастает.  

 
Рис. 4. – Развитие прогиба арки во времени при различных величинах 
нагрузки: 1 — q =165 кН/м; 2 — q = 160 кН/м; 3 — q = 153 кН/м; 4 —

 q = 140 кН/м 

Таким образом, существует длительная критическая нагрузка qдл, при 

превышении которой рост прогиба имеет незатухающий характер, т. е. при 

t →∞ v → ∞. В данной задаче qдл ≈ 153 кН/м. Отношение  мгновенной 

критической нагрузки к длительной составляет qмгн/qдл = 1.44. 
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