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Аннотация: Проведено исследование ползучести железобетонных арок на основе 
следующих теорий: линейная теория ползучести Арутюняна-Маслова, кинетическая 
теория, теория течения, теория старения, а также нелинейная теория Ю.А. Гурьевой. 
Рассматривалась вязкоупругая модель работы бетона, т.е. полная деформация 
представлялась в виде суммы упругой деформации и деформации ползучести. 
Ключевые слова: железобетонная арка, ползучесть, теория наследственности, теория 
старения, теория течения, кинетическая теория, метод конечных элементов, напряженно-
деформированное состояние. 

 

Рассматривается параболическая статически неопределимая арка, 

жестко защемленная по концам, загруженная равномерно распределённой 

нагрузкой q. Расчётная схема представлена на рис. 1.  

 
Рис.  1. – Расчетная схема арки 

В общем случае полная деформация бетона bε  представляет сумму 

упругой и пластической деформации, а также деформации ползучести ∗
bε  [1]: 

∗++= b
pl

b
el
bb εεεε .         (1) 

Ограничиваясь вязкоупругой работой бетона, перепишем выражение 

(1) в виде: 
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где bσ  – напряжение в бетоне, bE  – модуль упругости бетона. 

 Для расчета будем использовать метод конечных элементов. 

Потенциальная энергия деформации П железобетона складывается из 

потенциальной энергии бетона bП , а также потенциальной энергии арматуры 

у верхней грани SП ′  и нижней грани SП : 

SSb ПППП ′++= .        (3) 

Потенциальная энергия деформации бетона записывается в виде [2-4]: 

,
2
1 dVП el

b
V

bb
b

εσ∫=          (4) 

где el
bε  — упругая деформация бетона, которая равна разности между полной 

деформацией и деформацией ползучести: 

 ∗∗ −−=−= bbb
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vdy εεεεε 2

2

0 ,       (5) 

где 0ε  – осевая деформация, v – прогиб. 

Выразив напряжения через деформации в (2) и подставив вместе с (5) в 

(4), получим: 
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где 12/3bhIb =  — момент инерции бетона; l – длина конечного элемента, 

bA — площадь бетонного сечения. 

Потенциальная энергия деформации арматуры, расположенной у 

нижней грани, может быть найдена следующим образом [3]: 
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где Sy  – расстояние по y от центра тяжести сечения до центров тяжести 

арматурных стержней. 

Аналогично для арматуры верхней грани: 
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В случае симметричного армирования потенциальная энергия 

деформации всей арматуры примет вид: 
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где 22
SSSSS yAyAI ′′+=  — момент инерции арматуры. 

Применяя принцип минимума полной энергии, задачу можно свести к 

следующей системе линейных алгебраических уравнений: 

},{}{}]{[ *FFUK +=         (10) 

где }{ *F  – вклад деформаций ползучести бетона в вектор нагрузки, ][K  – 

матрица жесткости, }{U  и }{F  – соответственно векторы узловых 

перемещений и нагрузок. 

 Для бетона широко используются следующие теории ползучести []: 

1. Линейная теория ползучести Арутюняна–Маслова. Связь между 

напряжениями и деформациями имеет вид [5]: 
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Для нестареющего бетона деформация ползучести запишется в виде: 
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Если мера ползучести имеет вид: 
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[ ],1)( )( τγτ −−
∞ −=− teCtС         (12) 

где ∞C  — предельная мера ползучести, то уравнение (11) представляется в 

дифференциальной форме: 
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2. Теория старения. В данной теории связь между деформацией 

ползучести, напряжением и временем устанавливается в явном виде [6]: 

[ ].1 teC γσε −
∞

∗ −=          (13) 

3. Теория течения. Скорость роста деформации ползучести в теории 

течения определяется следующим образом [6]: 
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4. Кинетическая теория. В одном из вариантов кинетической теории  [6] 

связь между скоростью роста деформаций ползучести и напряжением имеет 

вид: 
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Также рассматривается упрощённая нелинейная теория ползучести 

нестареющего бетона при сжатии Ю. А. Гурьевой [7]. Данная теория 

представлена в двух вариантах: однокомпонентном и двухкомпонентном. В 

однокомпонентном варианте мера ползучести определяется выражением (12).

 Полная деформация ползучести представляется в виде суммы линейной 

составляющей α и нелинейной составляющей β. Положительными считаются 

напряжения и деформации сжатия. 

Для однокомпонентного варианта: 
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Скорость роста нелинейной составляющей деформации ползучести β  

полагается пропорциональной скорости роста поврежденности материала Пt: 
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 В однокомпонентном варианте теории приращение повреждённости 

считается пропорциональным работе деформаций ползучести: 
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 Так как поврежденность функции неубывающая, то выражение (16) 

справедливо только при  0>
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Окончательно выражение для нелинейной составляющей β  в 

однокомпонентном варианте теории принимает вид: 
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Все представленные теории позволяют для определения деформаций 

ползучести вести расчет шаговым методом [8-10]. 

Был выполнен расчёт параболической арки, закреплённой в 

соответствии с рис. 1, при следующих исходных данных: пролет L = 16 м, 

подъем f = 3.2 м, размеры сечения: b = 20 см, h = 40 см, Eb = 3·104  МПа, 

γ = 0.03 сут-1, предельная характеристика ползучести φ∞ = EbC∞ = 3, 

коэффициент армирования μ = 0.015,  yS = yS' = 15 см, ES = 2·105  МПа, q = 65 

кН/м. 

На рис. 2 представлены графики роста прогиба в середине пролета 

арки, соответствующие пяти перечисленным выше теориям. Кривой 1 

соответствует результат по линейной теории Арутюняна–Маслова; кривой 2 
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— по теории старения; 3 — теории течения; 4 — кинетической теории; 5 — 

теории Ю. А. Гурьевой. Отметим, что теории с первой по четвертую дают 

весьма близкие результаты, при 0 ≤ t ≤ 25 сут прогибы практически не 

отличаются. В теориях 1 и 2 при t→∞ прогиб стремится к одному и тому же 

значению. Разница по прогибам в конце процесса ползучести между 

нелинейной теорией Ю. А. Гурьевой и линейной теорией составляет 25.7%. 

 

 

Рис. 3 — распределение напряжений в бетоне по высоте сечения в 

конце процесса ползучести при x = L/2. Обозначения такие же, как на рис. 2. 

Знаку «+» на графиках соответствуют сжимающие напряжения. Штриховой 

линией показано упругое решение. 

Рис. 2. — Графики роста прогиба 
Рис. 3. – Распределение напряжений в 
бетоне по высоте сечения в середине 

пролета при t→∞ 
По теориям с первой по четвёртую результаты также достаточно 

близки, распределение напряжений по высоте сечения линейное. 

Напряжения по теориям 1 и 2 в конце процесса ползучести совпадают. На 

кривой 5, соответствующей теории Ю. А. Гурьевой, наблюдается слегка 

выраженная нелинейность. 
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Рис. 4 и рис. 5 – соответственно изменение во времени напряжений σS и 

σS'  в арматуре у нижней и верхней грани в середине пролета. Знаку «+» 

также соответствует сжатие. Наиболее существенно напряжения в арматуре 

возрастают по нелинейной теории: у верхней грани в начале процесса 

ползучести σS'=57.3 МПа, а при  t→∞ σS'=220 МПа, т. е. в 3.8 раз больше, чем 

в упругой стадии. 

Рис. 4. — Изменение напряжений в 
арматуре у нижней грани в сечении 

x = L/2 

Рис. 5 — Изменение напряжений в 
арматуре у верхней грани в сечении 

x = L/2 
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