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Аннотация: В данной работе различными методами была рассчитана изгибаемая 
пластинка, получены аппроксимирующие функции прогиба пластинки, численные 
значения и эпюры перемещений и моментов, сделаны выводы по результатам методов. 
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Целью данной работы является расчет пластинки методами КЭ, Ритца – 

Тимошенко, Бубнова – Галеркина. Заданы: , , , ,a b D qμ . Геометрические 

размеры пластинки: 1a b= = м. Механические свойства пластинки: модуль 

Юнга 210E = ГПа, коэффициент Пуассона 0,3μ = , толщина пластинки 

10H = мм. На пластинку приложена нагрузка: равномерно распределенная, 

интенсивностью 1КПа, 2/12(1 )D EH= −μ . 

Найти: ( , ), ( , ), ( , ), ( , )x y xyw x y M x y M x y M x y . 

 
 

Рис. 1. – Расчетная схема изгибаемой пластинки 
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1. Расчет пластинки по методу Ритца – Тимошенко 

Данный расчет заключается в нахождении функции прогиба пластинки:  

1 1 2( , ) ( ) ( )w x y a w x w y= ,        (1) 

где 1w  -  функция прогиба в направлении оси x , 2w - функция прогиба 

в направлении оси y , 1a  - неизвестный коэффициент, подлежащий 

определению [1, 2]. 

Найдем функцию прогиба в направлении оси x . Граничные условия:  

1,( 0) 0xw = = , 1( ) 0x aw =′ = , 2
1(x 0) / 2xw M qa=
′′ = = , (x a) 0xQ = = ,  1(x ) 0a xw M=

′′ = = .  

Представим функцию прогиба в виде полинома четвертой степени 
2 3 4

1 0 1 1 2 2 3 3 4 4( )w x x x x x= α +α +α +α +α .      (2) 

Согласно первому граничному условию получаем, что 0 0α = , по 

второму граничному 1 0α = , используя третье граничное условие, найдем 

вторую производную от 1( )w x  и получим значение 2 0α = . 

2
1 2 3 3 4 4( ) 2 6 12 / 2w x x x qa′′ = α + α + α = , 2

2 / 4qaα = . 

Из четвертого и пятого граничных условий:   

3 44 0xМ a′ = α + α = ,
2

1 2 3 4( ) 3 6 0w x a a′′ = α + α + α = ⇒ 3 6
qa

α = − , 4 24
q

α = . 

Подставляя значения полученных коэффициентов, получаем функцию 

прогиба в направлении оси x  

( ) ( ) ( )2 2 3
1( ) / 4 / 6 / 24w x qa x qax q= − + . 

Найдем функцию прогиба в направлении оси y . 

Представим функцию прогиба по оси y  в виде тригонометрических 

функций ( )2 1(y) ( / sin( / ))w y b y b= α + π .      (3) 

Значение коэффициента будем искать через функционал энергии [3, 4]: 
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4 22
1 1

2 3
0

31 ( ) 0
2 4 4

b bqdЭ dy P w
dy b

⎛ ⎞π α α⎛ ⎞= − ⋅ = − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

∫ , 

22
1

12 2( sin( )) sin( )d y y y
y b b b b

π απ π
= α + = −

∂ ,   4 4
1 3 /b qα = π . 

Подставим значения полученного коэффициента в (3) и найдем 

функцию прогиба в направлении оси y  

( )4 4
2 ( ) (3 / )( / sin( / ))w y b q y b y b= π + π . 

Таким образом, функция прогиба пластинки примет вид: 

1 1 2( , ) ( ) ( )w x y a w x w y= ,

( ) ( ) ( )( )2 2 3 2 4 4
1( , ) / 4 / 6 3 / 24 / sin( / )w x y a qa x qax q b y b y b= − + π + π ,

3 2 2 2 4
1( , ) ( sin( / ))(6 4 ) / 8w x y a b x y b y b a ax x= + π − + π . 

Найдем значения кривизны пластинки: 
2 3 2

12 4

3 ( sin( / ))( )( , )
2x

w b y b y b a xx y a
x

∂ + π −
χ = =

∂ π , 

22 2 2 2 2

12 2

sin( / )(6 4 )( , )
8y

w x b y b a ax xx y a
y

∂ π − +
χ = = −

∂ π , 

2 3 2 2

1 4

( cos( / 1)(3 3 )( , ) ( )
2xy

w w xb y b a ax xx y a
y x y x
∂ ∂ ∂ π π + − +

χ = = =
∂ ∂ ∂ ∂ π . 

Определим значения моментов:  
2 2

2 2( , ) ( )x
w wM x y D

x y
∂ ∂

= − +μ ⋅ =
∂ ∂        (4) 

3 2 4 2 2 2 2

1 2

(3 ( ) ( sin / 2 ) 3 sin (6 4 )

80

y yb a x y b x b a ax x
b bD

π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + π + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠= − α

π ,

2 2

2 2( , ) ( )y
w wM x y D

x y
∂ ∂

= − ⋅μ + =
∂ ∂  



Инженерный вестник Дона, №3 (2018) 
ivdon.ru/ru/magazine/archive/n3y2018/5144 
 

 

 

© Электронный научный журнал «Инженерный вестник Дона», 2007–2018 

3 2 4 2 2 2 2

1 2

9 ( ) sin / 20 sin (6 4 )
,

8

y yb a x y b x b a ax x
b b

D

⎛ ⎞⎛ π ⎞ ⎛ π ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + π + − +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠= − α
π

3 2 2
2

1 4

7 ( cos 1)(3 3 )
( , ) (1 )

20xy

yxb a ax x
w bM x y D Da

y x

π⎛ ⎞π + − +⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠= − −μ = −
∂ ∂ π . 

Определим потенциальную энергию внутренних сил по формуле 

0 0

1 ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 2 ( , ) ( , )
2

a b

x x y y xy xyU M x y x y M x y x y M x y x y dxdy⎡ ⎤= χ + χ + χ =⎣ ⎦∫ ∫  

5 5 5 4 4 2 2 2
2

1 9

(182 (9072 3780 ) (1053 162 2268) )
20160

a b a b a bDa π + + π + π − π− π
= −

π . 

Определим потенциальную энергию внешних сил по формуле 

5 5 5
1

0 0

( , ) ( , ) 3 ( 4) / 40
a b

T q x y w x y dxdy a a b q= = − +∫ ∫ π π . 

Вычислим первую вариацию полной энергии системы по формуле 

Э U Tδ = δ + δ .          (5) 

Приравняв первую вариацию (5) полной энергии к нулю, получим 

значение коэффициента 1a  в аппроксимирующей функции 

4

1 5 4 4 3 2 2 2

756 ( 4)
(182 (9072 3780 ) (1053 162 2268 ) )

qa
D a b a b

π π+
= −

π + + π + π − π − π . 

Таким образом, функция прогиба пластинки примет вид: 

1 1 2( , ) ( ) ( )w x y a w x w y= , 

3 2 2 2

5 4 4 3 2 2 2

94,5 ( 4)( sin( / ))(6 4 )( , ) .
(182 (9072 3780 ) (1053 162 2268 ) )

b qx y b y b a ax xw x y
D a b a b

π+ + π − +
= −

π + + π + π − π − π  

2. Расчет пластинки по методу Бубнова – Галеркина 

Аппроксимирующая функция прогиба в первом приближении задана в 

виде: 
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2 1 2( , ) ( ) ( )w x y a w x w y= ,        (6) 

где 1w  - функция прогиба в направлении оси x , 2w  - функция прогиба в 

направлении оси y , 2a  - неизвестный коэффициент, подлежащий 

определению. 

Уравнение равновесия Софи - Жермен имеет вид 
4 4 4

2 2
4 2 2 42d w d w d ww

dx dx dy dy
∇ ∇ = + + .       (7) 

Подставляя функцию прогиба в уравнение равновесия Софи – Жермен 

(7), получаем 
4

2 1 2( ) ( ) / 0a w x w y q D∇ − ≠ . 

Так как аппроксимирующая функция прогиба не является точным 

решением уравнения, составим вариационное уравнение Бубнова - Галеркина 

4

0 0

/ 0
a b

w q D dwdxdy⎡ ⎤∇ − =⎣ ⎦∫ ∫ .       (8) 

Подставляя в вариационное уравнение функцию прогибов, получим 

следующее выражение, из которого можно найти значение коэффициента 2a  

в аппроксимирующей функции [5, 6] 

4
2 2 1 2 1 2 1 2

0 0 0 0

( ( ) ( ) ( ) ( ) ( / ) ( ) ( ) ) 0
a b a b

a a w x w y w x w y dxdy q D w x w y dxdy⎡ ⎤δ ∇ − =⎣ ⎦∫ ∫ ∫ ∫ . 

Отсюда 
1

4
2 1 2 1 2 1 2

0 0 0 0

( / ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
a b a b

a q D w x w y dxdy w x w y w x w y dxdy
−

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎡ ⎤= ∇⎜ ⎟⎜ ⎟⎣ ⎦

⎝ ⎠⎝ ⎠
∫ ∫ ∫ ∫ . 

Раскрывая оператор ∇  в выражении [7], получим развернутое 

определение коэффициента 2a : 
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14 4 4

2 1 2 1 24 2 2 4
0 0 0 0

2( ) ( ) ( ) ( ) ( )
a b a bq d w d w d wa w x w y dxdy w x w y dxdy

D dx dx dy dy

−
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎡ ⎤

= + +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎢ ⎥
⎣ ⎦⎝ ⎠⎝ ⎠

∫ ∫ ∫ ∫ , 

4

2 4 5 4 4 3 2 2 2

378 ( 4)
((182 91 ) (4536 1890 ) (135 270 ) )

qa
D a b a b

π π+
= −

π + π + + π − π + π . 

Таким образом, функция прогиба пластинки примет вид: 

1 1 2( , ) ( ) ( )w x y a w x w y= , 

3 2 2 2

4 5 4 4 3 2 2 2

189 ( 4)( sin( ))(6 4 )
( , )

4 ((182 91 ) (4536 1890 ) (135 270 ) )

yb qx y b a ax x
bw x y

D a b a b

ππ+ + − +
= −

π + π + + π − π + π . 

3. Анализ результатов 

По результатам расчета были построены эпюры перемещений и 

моментов по методам Ритца - Тимошенко и Бубнова – Галеркина. Для 

сравнения были также получены эпюры при решении этой же задачи 

методом конечных элементов (МКЭ) [8, 9]. Полученные результаты 

представлены в табл.1 и на рис.2-3. На данных рисунках красным цветом 

показана эпюра построенная с использованием МКЭ,  зеленым цветом - 

методом Ритца - Тимошенко, синим цветом - методом Бубнова – Галеркина. 

Таблица № 1 

Результаты расчета пластинки, полученные различными методами 

Сечение 1-1 Значение перемещений ( , )w x y , мм / значение момента Мх (4), кН · м 

№ точки 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

МКЭ 
0 -0,136 -0,496 -0,992 -1,55 -2,13 -2,68 -3,12 -3,72 

-0,302 -0,247 -0,146 -0,0703 -0,0174 -0,0149 0,0281 0,022 0,0138 

Ритца - 

Тимошенко 

0 -0,088 -0,325 -0,67 -1,09 -1,56 -2,06 -2,57 -3,1 

-0,237 -0,187 -0,123 -0,0537 -0,0168 0,0098 0,0164 0,0124 0 

Бубнова -

Галеркина 

0 -0,202 -0,741 -1,53 -2,49 -3,56 -4,69 -5,86 -7,03 

-0,342 -0,309 -0,214 -0,0773 -0,0183 0,0165 0,0298 0,0302 0 
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Рис. 2. - Эпюра перемещений пластинки в сечении 1-1, мм 

 
Рис. 3. - Эпюра моментов Мх пластинки в сечении 1-1, кН·м 

4. Выводы 

При использовании тригонометрической функция по оси y ,  была 

получена более точная аппроксимирующая функция прогиба пластинки. Так 

как действительные значения моментов в точке максимального значения 

прогиба равны нулю, то можно сказать, что с помощью этой функции при 

сравнении результатов было достигнуто расхождение моментов близкое к 

нулю. Исходя из полученных значений прогиба пластинки, можно сделать 

вывод, что более точный метод, показывающий величину прогиба является 

метод Ритца - Тимошенко. Основным фактором, влияющим на отклонения 

результатов решения вариационными методами от результата МКЭ, является 

неточное нахождение функции прогиба пластинки [10]. 
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