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Оптимизация результатов метода “Cut-Glue” аппроксимации 

экспериментальных данных с использованием роевого алгоритма 
 

Р.А. Нейдорф, И.В. Черногоров 
Донской Государственный Технический Университет 

Аннотация: Построение математических моделей объектов экспериментального или 
компьютерного моделирования связано с математической обработкой экспериментальных 
данных. Полученные для них точечные зависимости выходных переменных от входных 
являются существенно нелинейными, кусочными, иногда разрывными. Аппроксимация 
таких зависимостей с использованием полиномиальных разложений или сплайн-функций, 
и затруднительна, и связана с большими погрешностями. Кардинально новое решение 
такой задачи предложено в статье. Данный метод, названный методом «Cut-Glue» 
аппроксимацией, основан на разбиении моделируемой зависимости на участки, 
аппроксимации каждого участка полиномиальными зависимостями, мультипликативном 
«вырезании» из каждой зависимости фрагментов по границам участка и аддитивном 
«склеивании» их в единую функцию - модель аппроксимируемой зависимости. Свойство 
аналитичности результирующей функции позволяет проводить исследование модели и 
использовать её в моделях динамики средств передвижения. Одним из этапов «Cut-Glue» 
метода выступает «Glue» процесс - аддитивное «склеивание» фрагментов в единую 
функцию. Для этого используется вспомогательная мультипликативно выделяющая 
функция. В состав этой функции входит параметр крутизны фронтов импульса. В данной 
работе разработанная модификация метода роящихся частиц применяется в задаче 
исследования и субоптимизации данного параметра. В качестве тестового стенда 
исследования разработанного алгоритма создано специальное программное средство.  
Ключевые слова: оптимизация; аппроксимация; математическая модель; 
экспериментальные данные; эвристические методы; метод роящихся частиц. 

Введение 

Моделирование сложных динамических объектов (летательных 

аппаратов, автомашин, технологических процессов и установок) сводится к 

получению системы дифференциальных уравнений, опирающихся на 

физические законы, характеризующие отдельные элементы объекта и их 

взаимосвязи, и связывающих реакцию объекта и совокупность внешних 

воздействий на него. Часто это связано с описанием различных существенно 

нелинейных явлений: механических эффектов сухого трения и люфта, 

аэродинамических эффектов «срыва потока» [1-4], сложных 

электромагнитных, термодинамических процессов [5, 6] и многими другими 

факторами. Обычно их невозможно получить теоретическими методами 
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ввиду неполного знания законов протекания этих процессов. В этом случае 

проводятся физические испытания реальных объектов или их масштабных 

моделей. Например, используется продувка в аэродинамических трубах 

макетов самолетов и автомобилей. Широко применяются эксперименты на 

универсальных системах компьютерного моделирования [2-4, 7, 8]. На 

основании таких экспериментов уточняются параметры моделей. Также 

возникают трудности, связанные с существенной нелинейностью этих 

моделей [7, 8]. 

В случае впервые разрабатываемых технических устройств, 

технологических процессов и установок, которые во многом создаются на 

основе эвристических представлений проектировщиков, аналитическое 

моделирование может быть вообще недоступным или давать весьма 

неудовлетворительную точность, поскольку определяется многочисленными 

трудно учитываемыми факторами. В этом случае целесообразно проводить 

построение моделей на основе их экспериментально снятых характеристик. 

Часто такие характеристики оказываются существенно нелинейными. Во 

многих случаях, при их аппроксимации статических характеристик 

оказывается достаточной кусочная аппроксимация. Однако в динамических 

моделях такое решение создает значительные сложности при решении 

моделей, и при их математических преобразованиях. 

Предложенный метод "Cut-Glue" аппроксимации (CGA) основан на 

мультипликативном «вырезании» хорошо аппроксимируемых участков 

моделируемой зависимости и аддитивном «склеивании» их в единую 

аналитическую функцию (ЕАФ). При этом и для «вырезания» используется 

аналитическая функция, что обусловливает аналитические свойства 

итогового выражения. Последнее является основной отличительной 

особенностью и достоинством метода, т.к. позволяет не только численные, 

но и аналитические преобразования получаемой модели. 
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Однако на сегодняшний день эффективность предложенного решения 

задачи аппроксимации теоретически обоснована и практически 

подтверждена только для одномерных и двумерных зависимостей [1]. В 

Обоснована возможность и перспективность применения предложенного 

подхода для аппроксимации зависимостей произвольной размерности. Это 

существенно расширяет область применения метода и его значимость в 

соответствующей области науки и практики. 

"Cut the fragments" (CF) – процесс в методе СGA реализующий 

«вырезание» фрагмента аппроксимирующей некоторый участок 

экспериментальной зависимости по границам выбранного фрагмента [9]. 

Математически это соответствует разрезанию единой матрицы 

экспериментальных данных (ЭД) на несколько фрагментов с сохранением 

общих границ. Границы определяются условием точности описания участка 

аппроксимирующей аналитической функцией. Для этого используется 

вспомогательная мультипликативно выделяющая функция (МВФ) или т.н. 

эпсилон-функция от входящих в состав функции параметров крутизны 

фронтов импульса ε. В предыдущих работах [1] автор приводит условие 

наиболее эффективного варианта использования данного параметра. Но такая 

эффективность обусловливается только удобством программирования, и, как 

показывают исследования, эффективно только при достаточно точном 

воспроизведении аппроксимирующей функцией границ фрагмента [10]. 

 "Glue the fragments" (GF) – процесс в методе CGA, обеспечивающий 

получение ЕАФ, описывающей исследуемую область характеристики 

объекта. Объединение фрагментов, т.е. их склейка после операции CF, 

осуществляется алгебраическим суммированием. После проведения ряда 

предварительных экспериментов авторами было установлено, что 

варьирование значений ε для различных координат в многомерном 

пространстве могут улучшать результат аппроксимации для GF процедуры. 
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Постановка задачи 

Целью работы является исследование МВФ, её аппроксимационных 

характеристик и общематематических специальных свойств, 

обеспечивающих формирование так называемых интервально 

изолированных функций (ИИФ), аппроксимирующих фрагменты ЭД (ФЭД) в 

пределах их границ с использованием локально аппроксимирующих функций 

(ЛАФ). Разработать методику обоснованного выбора параметров настройки 

МВФ, обеспечивающих максимальную точность аппроксимации. 

Методы проведения исследования 

Поскольку согласно теоретическим основам CGA ε является 

вещественным числом, для оптимизации желательно использовать алгоритм 

из группы методов континуальной оптимизации. Кроме того, аналитическая 

сложность n-МВФ и результирующей функции CGA обусловливает 

применение поискового алгоритма оптимизации. Одними из хорошо 

зарекомендовавших себя методов для решения задач нахождения 

оптимальных параметров объектов исследования являются эвристические 

методы, алгоритмы которых основаны на поведение групп животных, 

насекомых и т.д. Явным представитель данного направления является метод 

роя частиц (МРЧ), алгоритм которого схож с поведенческими особенностями 

роя насекомых [10]. 

Ранее авторами был выполнен ряд исследований возможностей и 

эффективности МРЧ, а также проведена его модификация с целью 

повышения точности, ресурсной эффективности нахождения оптимумов, с 

целью расширения функционала его применения, в частности, 

приспособления его к решению многоэкстремальных задач. Однако, 

предварительные исследования позволили выявить, что в двумерном случае ε 

имеют только одно значение, которое меняется в зависимости от выбранного 

критерия и рассматриваемого диапазона значений в матрице абсолютных 



Инженерный вестник Дона, №3 (2018) 
ivdon.ru/ru/magazine/archive/n3y2018/5175 
 

 

 

© Электронный научный журнал «Инженерный вестник Дона», 2007–2018 

ошибок. В данной работе ставится задача исследования параметра ε в 

двумерном пространстве поиска для каждого выделенного фрагмента. Также 

необходимо провести сравнение полученных результатов и результатов из 

предварительного исследования. Это подразумевает проведения 

дополнительного исследования, структурной модификации и 

параметрической оптимизации параметров механической модели МРЧ. 

Модификация математической модели МРЧ 

Математическая модель (ММ) МРЧ построена на основополагающих 

уравнениях движения материальной точки. 

Позиция и скорость частицы: 

( ) ( )X X V tti t t i t t i= + ⋅Δ−Δ −Δ ,  

( ) ( )V V A tti t t i t t i= + ⋅Δ−Δ −Δ ,  

где: ( )X t t i−Δ  - предыдущая позиция частицы; ( )V t t i−Δ  - предыдущая скорость 

частицы; Δt - интервал времени (итерация); ( )A t t i−Δ  - ускорение частицы на 

предыдущей итерации, причем 

A A Ai gri fri= + .  

Здесь ускорение, вызываемое биоаналогом гравитационного 

притяжения частиц к экстремальной точке;  

ˆ
, { , }

2 2( ) ( )

Q Q QD g mi iA Q G Lgri iQ Qri ε
= ∈∑

+
, (1) 

а замедление трением состоит из ламинарной visiA  и турбулентной turiA  

составляющих: 

A A Afri visi turi= + . (2) 
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В выражении (1) Avisi  - притяжение частицы к глобальному 

экстремуму роя; Aturi  - притяжение частицы к лучшей найденной позиции 

самой частей за всё время; ˆ QD i  - орт, направленный в сторону точки 

притяжения; gQ - прототип гравитационной постоянной; mi
Q - масса центра 

притяжения; ri
Q - расстояние между позицией частиц и размытым 

положением целевой точки притяжения; εQ - естественный ограничитель 

ускорения, исключающий прохождение мимо любой материальной точки на 

расстоянии ΔX<ε. 

В выражении (2) вязкостное трение задается формулой 

( )A Vvisi vis t t iμ= − −Δ ,  

а турбулентное трение формулой: 

( ) ( )A V Vturi tur t t i t t iμ= − −Δ −Δ ,  

где μtur, μvis - коэффициенты вязкостного и турбулентного трения, 

соответственно. 

Кроме того, в ММ движения частиц введен механизм отражения частиц 

от границы исследуемой области с потерей части энергии движения.  

Для учета в ММ стохастических поведенческих составляющих в него 

введено уравнение случайной флуктуации (искажения) параметров: 

( ) (1 2 ( (1) 0.5))rndξλ ϕ λ ϕ= ⋅ + ⋅ − ,  

где: λ - номинальное значение флуктуирующего параметра; φ - коэффициент 

искажения параметра, относительно номинального значения; rnd(1) - 

случайное вещественное число в диапазоне [0;1]. 

Коллективные параметры роя, введенные в математическую модель 

МРЧ позволяют адаптироваться рою в разнородных задачах и улучшать 

поисковые результаты. К параметрам метода относятся: 
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• количество частиц в рое - P; 

• количество допустимых шагов (итераций) - I; 

• прототипы гравитационных постоянных и их размытия- gQ и φi
Q; 

• коэффициенты размытия центров притяжения – φpoint
Q; 

• коэффициенты вязкостного и турбулентного трения, и их 

размытия - μvis, φvis, μtur и φtur; 

• коэффициент диссипации и его размытие – μdis и φdis. 

Флуктуации подвергаются все параметры роя и его частиц. 

Исследование влияния параметров МВФ на качество аппроксимации 

при "склеивании" ИИФ. 

Последним этапом общей процедуры CGA является вырезание ИИФ из 

ФАФ и последующее их «склеивание» в единую ММ исследуемой 

зависимости. Такое преобразование производится с использованием 

следующих формул: 

( ) ( ) ( , , , )( ,..., ) ( ,..., ) ( ,..., ) ( 1,..., 1) ( ,..., )1 1 1 1 1
f x x x x xi i i i i i i i i i jn n n n n

φ λ ε= ⋅ − −
,  

( , , ( , , , )1( ,..., ) ( 1,..., 1) ( ,..., ) 11 1 1
nx x x x x xji i i i i i j j ji ji jn n n i

λ λ ε= ∏ =− − − ,  

( , , ) ( , , )1( , , , )1 ( , , , )1

x x x xl j ji j r j ji jx x xj j ji ji j x x xi j ji ji j

α σ ε σ ε
λ ε

δ ε

⋅ ⋅−=−
−

, (3) 

где: 2 2( , , ) ( )1 1 1
x x x x x xl j ji j j j j j ji i

σ ε ε= − + − +− − −
,  

2 2( , , ) ( )x x x x x xr j ji j j j j j ji i
σ ε ε= − + − + ,  

2 2( , , , ) ( ) ( )1 1x x x x x x xj ji ji j j ji j ji j jδ ε ε ε⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − + ⋅ − +⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦
,  

( ) ( )1 1 ( ,..., ,..., )1

n jnf x f xj i i i ij j n
= ∑ ∑= = ,  
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Исходные данные для предварительного решения поставленной задачи 

были искусственно сгенерированы авторами. В результате выбраны 

параметры условного эксперимента: уравнение функции в форме полинома 3 

степени по двум переменным и соответствующие коэффициенты полинома – 

b: 

2 2 3 2 2 3( , ) 0 1 2 11 12 22 111 112 122 222F x y b b x b y b x b xy b y b x b x y b xy b y= + + + + + + + + + ,  

где: b0=200, b1=8, b2= -12, b11=1.95, b12= -0.18, b22=1.72, b111=0.08, b112=0.023, 

b122= -0.08, b222=0.1; а также вектор x размерностью 10, вектор y 

размерностью 8, задающие сетку моделируемого эксперимента. 

Полученная матрица разбита на 4 смежных участка с общими 

границами. На рис. 1 отображены исходные экспериментальные данные. 

Строкам на рисунке соответствуют значения из x, столбцам соответствуют 

значения из y. На рис. 2 отображены графики по исходным данным. 

 
Рис.  1. – Матрица экспериментальных данных 

Для каждого участка получены уравнения регрессии 2 степени с 

соответствующими коэффициентами b, отображённые в таблице №1: 

2 2( , ) , {1,2,3,4}0 1 2 11 12 22
i i i i i i ix y b b x b y b x b xy b y iφ = + + + + + ∈ ,  
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 a) b) 

Рис.  2. – Графики экспериментальны данных: a) единый, b) разбитый по 

выделенным фрагментам 

Таблица № 1 

Полученные коэффициенты 4-х уравнений регрессии 

b1 b2 b3 b4 

b0 -8*10-3 -0.904 0.3646 
b1 1.36 3.040 0.712 
b2 -11.82 -16.84856 -14.65208 
b11 196.6 199.966688 198.317312 
b12 5.6587 7.05072 8.70432 
b22 1.5256 1.6544 2.0116 

В соответствии с постановкой задачи для проведения экспериментов 

выбраны (εxi, εyi) ϵ (0, 1], i ϵ {1,2,3,4}, количество итераций – 300, количество 

частиц – 100. Остальные параметры механической модели МРЧ были 

настроены под рассматриваемую задачу. Критериями оценки и минимизации 

ошибки аппроксимации всей зависимости и фрагментов в предварительном 

исследовании выбраны среднеквадратическое отклонение (СКО) и 

максимальная ошибка в матрице абсолютных ошибок. Кроме того, опыт 

показал, что целесообразно выделить ключевые участки матрицы, к которым 
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также применить выбранные критерии оценки. Таким образом, объектами 

оценки точности аппроксимации могут быть несколько результирующих 

математических конструкций, получаемых в результате CGA. К ним 

относится, во-первых, вся матрица экспериментальных данных. Во-вторых, 

может рассматриваться матрица без приграничных значений (согласно (3), 

угловые и краевые значения функции, за исключением сопрягающих 

участков, мало зависят от ε, а, в большей степени, от порядка 

аппроксимируемой зависимости). В-третьих, общие грани «склеиваемых» 

фрагментов, не включая приграничные значения всей матрицы (данные 

элементы больше всего зависят от ε). В-четвертых, и в-пятых, отдельно 

рассматриваемые общие ребра «склеиваемых» фрагментов (вертикальные и 

горизонтальные). Все указанные объекты оценки точности CGA 

использованы и в текущей работе. 

В данном исследовании агенты МРЧ производят поиск в 8-ми мерном 

пространстве и отображение их движения без выделения проекций в 

подпространство максимум 3 порядка невозможно. Результаты проведенных 

экспериментов по двум выбранным критериям и по пяти выделяемым 

участкам в матрице абсолютных ошибок отображены в таблице №2. 

Общее время работы алгоритма, затраченное на проведение 

экспериментов по 300 итераций – ~1.1 сек. Время работы алгоритма, 

затраченное на нахождение экстремумов, описанных в таблице №2 на ~160 

итерации – ~0,7 сек. Как видно из таблицы №2 получаемые значения СКО, 

Макс, εx и εy крайне зависимы от рассматриваемого критерия и выбранного 

диапазона значений в матрице абсолютных ошибок.  

Результаты, демонстрируемые в таблице №3, полученные при 

оптимизации ε для каждого фрагмента в текущей работе и оптимизации ε для 

всех фрагментов в предварительных исследованиях. 
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Общее время работы алгоритма, затраченное на проведение 

экспериментов по 300 итераций – ~1.1 сек. Время работы алгоритма, 

затраченное на нахождение экстремумов, описанных в таблице №2 на ~160 

итерации – ~0,7 сек. Как видно из таблицы №2 получаемые значения СКО, 

Макс, εx и εy крайне зависимы от рассматриваемого критерия и выбранного 

диапазона значений в матрице абсолютных ошибок.  

Таблица № 2 

Результаты экспериментов 
Рассматриваемая 
область значений 
в матрице абс. 

ошибок 

Крит. СКО% Макс% εx1 εy1 εx2 εy2 εx3 εy3 εx4 

Вся матрица СКО 9,14 26,93 1*10-6 0,99 0,99 1*10-6 1*10-6 1*10-6 0,99 
Макс 9,39 26,75 1*10-6 0,99 0,99 0,99 1*10-6 1*10-6 0,99 

Матрице без 
границ 

СКО 5,62 26,87 1*10-6 0,99 0,7 0,44 1*10-6 8*10-6 0,99 
Макс 5,77 26,75 1*10-6 0,99 0,99 0,99 1*10-6 1*10-6 0,99 

Границы «Glue» 
подматриц 

СКО 2,98 28,51 1*10-6 0,81 0,99 0,99 1*10-6 1*10-6 0,47 
Макс 3,1 26,75 1*10-6 0,99 0,99 0,99 1*10-6 1*10-6 0,99 

Горизонталь 
границ «Glue» 
подматриц 

СКО 3,65 29,16 0,99 0,99 0,99 0,99 1*10-6 1*10-6 0,99 

Макс 3,71 26,77 1*10-6 0,99 0,99 0,99 1*10-6 1*10-6 0,99 
Вертикаль границ 
«Glue» 
подматриц 

СКО 0,39 35,49 1*10-6 0,99 0,996 1*10-6 0,25 0,99 0,99 

Макс 1,06 26,75 1*10-6 0,99 0,99 0,99 1*10-6 1*10-6 0,99 

Таблица № 3 

Сравнение результатов в предварительном и текущем исследовании 
   Эксперимент 
   Пилотн

ый 
Текущи

й 
Пилотн
ый 

Текущи
й 

 
 

Кри
т. Макс, % СКО, % 

Ра
сс
м
ат
ри
ва
ем
ая

 о
бл
ас
ть

 
зн
ач
ен
ий

 в
 м
ат
ри
це

 
аб
со
лю

тн
ы
х 
ош

иб
ок

 

Вся матрица 
СКО 11,08 9,14 32,35 26,93 
Макс 11,57 9,39 29,7 26,75 

Матрице без границ 
СКО 7,65 5,62 31,42 26,87 
Макс 7,88 5,77 29,71 26,75 

Границы «Glue» подматриц 
СКО 3,74 2,98 30,07 28,51 
Макс 3,81 3,1 29,7 26,75 

Горизонталь границ «Glue» 
подматриц 

СКО 4,32 3,65 30,07 29,16 
Макс 4,36 3,71 29,7 26,77 

Вертикаль границ «Glue» 
подматриц 

СКО 0,54 0,39 33,49 35,49 
Макс 0,9 1,06 29,7 26,75 
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Результаты, демонстрируемые в таблице №3, полученные при 

оптимизации ε для каждого фрагмента в текущей работе и оптимизации ε для 

всех фрагментов в предварительных исследованиях. 

Сравнение данных показало следующие результаты: общее время 

работы алгоритма, затраченное на проведение экспериментов по 300 

итераций, уменьшилось на ~50%, СКО и максимальная ошибка в матрице 

абсолютных ошибок уменьшились на ~17% и на ~8,3% соответственно. 

Заключение. 

По результатам описанной работы можно сделать следующие выводы: 

• параметр ε не обладает, в общем случае, универсальным значением 

для всех фрагментов; 

• в двумерном случае ε для каждого фрагмента имеет разное значение, 

которое меняется в зависимости от выбранного критерия и рассматриваемого 

диапазона значений в матрице абсолютных ошибок; 

• при оптимизации ε для каждого фрагмента СКО и максимальная 

ошибка в матрице абсолютных ошибок решаемого примера уменьшились на 

~17%, и ~8,3% соответственно, относительно результатов общей 

оптимизации ε для всей совокупности фрагментов, полученных в 

предварительных исследованиях; 

• разработанная авторами модификация МРЧ показала себя 

эффективным инструментом решения задач субоптимизации параметра ε для 

двумерной МВФ CGA. 
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