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Приближенная методика расчета балок с гофрированной стенкой 
 

А.П. Лапина, А.С. Чепурненко, М.С. Турко 
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Аннотация: В статье рассматривается методика расчета балок с гофрированной стенкой 
как трехслойных конструкций эквивалентной жесткости. Приводится вывод 
разрешающих уравнений для одномерного конечного элемента трехслойной балки. 
Вводится гипотеза о том, что полки полностью воспринимают нормальные напряжения, а 
стенка работает только на сдвиг. При получении основных уравнений учитывается 
наличие вынужденных деформации, которые могут включать в себя деформации 
ползучести, температурные деформации, деформации усадки и т.д. Представлено решение 
тестовой задачи для шарнирно опертой по концам балки под действием равномерно 
распределенной по длине нагрузки. Для контроля достоверности результатов выполнен 
конечно-элементный анализ в объемной постановке в программном комплексе ЛИРА. 
Полки балки моделируются плоскими треугольными оболочечными конечными 
элементами, а стенка – прямоугольными КЭ оболочки. 
Ключевые слова: балка с гофрированной стенкой, трехслойная балка, метод конечных 
элементов, эквивалентная жесткость, напряженно-деформированное состояние. 

 

Задачу изгиба балки с гофрированной стенкой сведем к расчету 

трехслойной конструкции эквивалентной жесткости. В работах [1-10] 

рассматриваются вопросы перехода от гофрированных пластин и 

эквивалентным гладким ортотропным пластинам. Для гофрированной стенки 

связь между внутренними усилиями и деформациями при плоском 

напряженном состоянии можно представить в виде: 
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где xxN = σ δи y yN = σ δ  – нормальные усилия, xyS = τ δ   – сдвигающая сила, δ  – 

толщина стенки.  

 Для жесткостей ijA  будем использовать формулы, представленные в [1]: 
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где I – момент инерции гофра, S – длина дуги одной волны гофра, ε – 

проекция длины волны на ось x (рис. 1). 

 Для эквивалентной ортотропной пластины связь между напряжениями 

и деформациями запишется в виде: 

1 2
2 1

1 2 1 2

( ); ( ); .
1 1x x y y y x xy xy

E E Gσ = ε + ν ε σ = ε + ν ε τ = γ
− ν ν −ν ν

                            (3) 

Если известны величины приведенных жесткостей ijA , то приведенные 

упругие характеристики 1 2 1 2, , , ,E E Gν ν  можно определить по формулам: 
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Отметим, что для гофрированных листов приведенный модуль 

упругости 1E  существенно ниже модулей упругости 2E  и E , поэтому для 

расчета балок с гофрированной стенкой можно воспользоваться технической 

теорией трехслойных конструкций. Согласно данной теории нормальные 

напряжения полностью воспринимаются несущими слоями, в качестве 

которых выступают полки, а средний слой – стенка – работает только на 

сдвиг. 

Рассмотрим приближенную методику расчета с применением метода 

конечных элементов. Используемый КЭ приведен на рис. 2.  

 
Рис. 2. – Конечный элемент трехслойной балки 
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 Данный конечный элемент имеет в каждом узле 3 степени свободы: 

перемещения нu  и вu  верхнего и нижнего слоя вдоль оси x, а также прогиб w. 

При выводе разрешающих уравнений учтем наличие вынужденных 

деформаций в несущих слоях и среднем слое, которые могут включать в себя 

температурные деформации, а также деформации ползучести. Физические 

уравнения при этом запишутся в виде: 
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x x cн в GE

σ τ
ε = + ε γ = + γ                                                                       (5) 

где ( )* *,н в
xε γ  – вынужденные деформации. 

 Для перемещений среднего слоя примем линейное распределение по 

толщине: 
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Полные деформации сдвига среднего слоя можно найти из 

соотношений Коши: 
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Аппроксимацию перемещений ( ) ( ) ( ), ,н вu x u x w x  запишем в виде: 
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Деформации несущих слоев определяются по формулам: 
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Подставив (8) в (7), получим: 

( )1 1 2 1
2 1 2 1 .

н в
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h hl l
− −⎡ ⎤γ = + − − − +⎣ ⎦                                                   (10) 

Равенства (9) и (10) можно представить в матричном виде: 
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где { } { }1 1 1 2 2 2

Tн в н вU u u w u u w= . 

 Выразим в (5) напряжения через деформации: 
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )* *; .н в н в н в н в c c c

x x xE Gσ = ε − ε τ = γ − γ                                                       (12) 

Для касательных напряжений в среднем слое примем равномерное 

распределение. Вектор внутренних усилий запишется в виде: 
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 b – ширина полок, стδ  – толщина 

стенки. 

 Потенциальная энергия деформации трехслойной балки запишется в 

виде: 
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где { }elε  – вектор упругих деформаций, равных разности между полными и 

вынужденными деформациями: 
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Подставляя (15) в (13) и далее (13) в (14), получим: 
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Разрешающие уравнения МКЭ могут быть получены из условия 

минимума полной потенциальной энергии, которая записывается в виде: 

,W П A= −                                                                                                     (17) 

где { } { }TA U F=  – потенциал внешних сил, { }F  – вектор внешних узловых 

нагрузок. 

 После применения принципа минимума полной потенциальной 

энергии, решение сводится к системе уравнений, имеющей вид: 

[ ]{ } { } { }* ,K U F F= +                                                                                      (18) 

где { } [ ] [ ]{ }* *

0

l
TF B D dx= ε∫  – вклад вынужденных деформаций в вектор 

нагрузок, [ ] [ ] [ ][ ]
0

l
TK B D B dx= ∫  – матрица жесткости. 

 Элементы верхнего треугольника матрицы [K] имеют вид: 
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3 3
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При помощи трехслойных конечных элементов была решена тестовая 

задача для шарнирно опертой по концам балки, загруженной равномерно 

распределенной нагрузкой. Форма гофра описывалась синусоидальной 

функцией, имеющей вид: 
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sin(2 / ).y f x= π ε                                                                                            (19)  

Расчет выполнялся при b = 10 см, l = 3 м, h = 30 см, δст = 2 мм, 

δн = δв =3 мм, E = 2·105 МПа, ν = 0.3, q = 0.2 кН/м, f = 3 см, ε = 10 см. 

Геометрические характеристики гофра определялись при помощи 

численного интегрирования, при указанных исходных данных: I = 1.21·10-6 

м4, S = 1.62 ε. Приведенные упругие характеристики: E1 = 121 МПа, E2 = 3.24 

·105 МПа, G = 4.75 ·104 МПа, ν1 = 1.12 ·10-4, ν2 = 0.3. 

Полученная в результате максимальная величина прогиба в середине 

пролета составила wmax = 0.0859 мм. Отметим, что значение прогиба в 

середине пролета также можно определить аналитически по формуле: 

 
4 2

max
5 ,

384 8п ст

ql qlw
EI Gh

= +
δ

                                                                                (20) 

где 2 / 2п
пI b h= δ – момент инерции полок, пδ  – толщины полок. 

 Подстановка исходных данных в формулу (20) дает значение wmax = 

0.086 мм, которое практически совпадает с результатом, полученным при 

помощи МКЭ.  

Для контроля достоверности результатов также было выполнено 

конечно-элементное моделирование в объемной постановке в программном 

комплексе ЛИРА. Полки моделировались плоскими треугольными 

оболочечными конечными элементами, а стенка – прямоугольными КЭ. 

Полученные в результате изополя вертикальных перемещений приведены на 

рис. 3. Перемещение точек нижней полки в середине пролета составили 

0.0864 мм, что отличается от результата, полученного по приближенной 

методике, на 0.5%. 
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Рис. 3. – Изополя вертикальных перемещений, полученные в ПК ЛИРА 
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