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Аннотация: В работе на основе уравнений движения вязкой и вязкопластичной жидкой 
среды с использованием приближения типа «тонкого слоя» для безразмерных переменных 
с учетом зависимости вязкости и предельного напряжения сдвига от давления, приводится 
автомодельное решение с использованием функций тока стратифицированного течения 
смазочного материала в подшипниках скольжения с различными физико-механическими 
свойствами. Предложенные здесь расчетные модели в отличие от существующих 
двухслойных стратификаций смазочного материала, но и учитывает разную физическую 
природу этих слоев, вязкую и взякопластичную и их разное течение. Получен численный 
анализ зависимостей параметров пластичности и несущей способности подшипника с 
двойным смазочным слоем. 
Ключевые слова: двухслойная смазка, поддерживающая сила, адаптированный профиль, 
стратифицированное течение, зависимость вязкости от давления, вязкопластичная смазка. 
 

Известно что, при наличии в смазочной жидкости частиц присадок или 

продуктов износа, а также за счет пристенной ориентации ее молекул вблизи 

твердой опорной поверхности подшипника происходит расслоение смазки на 

слои с различной вязкостью. Слоистое течение вязкой несжимаемой 

жидкости в зазоре упорного и радиального подшипников рассматривалось в 

работах [1-6]. Существенный недостаток предлагаемой здесь методики 

заключается в том, что в расчетной модели не учитывается зависимость 

вязкости от давления. При больших значениях давления в смазочном слое 

вязкость смазки существенно возрастает и возникает необходимость учета 

зависимости вязкости от давления [7-15]. 

В этой задаче рассматривается раздельное двухслойное течение вязкого 

и вязкопластичного жидкого смазочного материала между валом и 

подшипниковой втулкой. Вал, радиусом r0, вращается с постоянной угловой 

скоростью Ω, а подшипниковая втулка, радиусом r2 , неподвижна. Граница 

раздела смазочных слоев  является окружностью с радиусом 
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0 , [0,1]r + δα α∈ , эксцентричной относительно вала. Зависимости вязкости 

смазочных слоев и предельные напряжения сдвига выражаются формулами 
*

0 0, , ( 1,2).p
i ie i′α′ ′μ = μ τ = τ τ =     (1) 

Здесь  0 0иiμ τ   – соответственно характерные вязкости и характерное 

предельное напряжение сдвига вязкопластичной смазки. 
В полярной системе координат, полюс которой расположен в центре 

вала, уравнение контуров вала, границы раздела слоев и контура подшипника 
запишутся в виде (см. рис. 1) 

0 0 2, cos , cos ,r r r r e r r e′ ′ ′= = + δα + α θ = + θ   (2) 

где  е – эксцентриситет;  2 0.r rδ = −  

 
Рис. 1. Схема  радиального подшипника с двухслойной стратификацией 
                                   жидкого смазочного материала 

Зависимость вязкости от давления выражается формулой 
 

Исходные уравнения и граничные условия 
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Движение смазочных сред в стратифицированных слоях смазочного 
материала описывается  уравнениями движения вязкой и вязкопластичной 
жидкой среды с использованием приближения типа «тонкого слоя» для 
безразмерных переменных. Кроме того, учитывается зависимость вязкости и 
предельного напряжения сдвига от давления: 

2 2
1 1 1 1 1 2 2 2 2

2 2, 0, , 0.
p p

dP u dp uA
r d r r d re eα −α

∂ ν Λ ∂ ∂ν ∂ υ Λ ∂ ∂υ
= + = = + + =

∂ θ ∂ ∂θ ∂ θ ∂ ∂θ
  (3) 

Здесь размерные величины , , , , ,i i ir u p′ ′ ′ ′ ′ ′υ μ τ  выражаются через 

безразмерные , , , , ,i i ir u pυ μ τ   с помощью следующих соотношений  

0 0 0 0, , , , , ,i i i i g i i ir r r u u r p p p′ ′ ′ ′ ′ ′= + δ = Ωδ υ =Ω υ = μ = μ μ τ = τ τ  (4) 

где ,i iu′ ′υ  – компоненты вектора скорости смазочной среды; p′ −  

гидродинамическое давление; 0iμ  – характерные вязкости смазочных сред; 

′τ  – предельное напряжение сдвига;  

            
2

*0
2

0 0 2 0

2, ,g
i g

i

p
A p

r r
δ τ δ

Λ = = α = α
μ Ω μ Ω

 – экспериментальная постоянная. 

      Решение системы дифференциальных  уравнений (3) ищем для 
соответствующих граничных условий: 

1 1

1 02 2
1 2 1 2

01

0, 1 при 0, (0) (2 ) 1;

; , , ( ) при ;i

i

u r p p
uu u h r h

r r

= υ = = = π =
∂υ μ ∂υ ′= υ = υ = = α θ = α
∂ μ ∂ υ

 

2 20, 0 при ( ), ( ) 1 cos , [0,1].u r h h= υ = = θ θ = + η θ α∈   (5) 

 
Точное автомодельное решение  

Формирование точного автомодельного решения системы уравнений 
(3), удовлетворяющего граничным условиям (5), проводим с использованием 
функции тока, полагая, что поле скоростей и давлений в смазочных слоях 
является потенциальным: 

1 1 2 2
1 1 1 1 2 2 2 2( , ), ( , ), ( , ), ( , ),u U r V r u U r V r

r r
∂ψ ∂ψ ∂ψ ∂ψ

= − + θ υ = − + θ = − + θ υ = − + θ
∂θ ∂ ∂θ ∂

 

1 1 2 2 1 1 2 2( ), ( ), ( ) sin , ( ), ( ), ( ) sinU u V V U uψ = ψ ξ ψ = ψ ξ = ξ η θ = υ ξ = υ ξ = ξ η θ  
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 1 1 2 2 1 2
2 3 2 3, .
( ) ( ) ( ) ( )p p

dp c c dp c cA
d h h d h he eα α

Λ Λ
= + − = +

θ θ θ θ θ θ
  (6) 

Подставляя (6) в (3) и (5), будем иметь 

2 2 1 1, , 0, , , 0,c c u c c u′′′ ′′ ′ ′′′′ ′ ′ ′′ψ = ψ = + ξν = ν = ν = + ξν =    (7) 

(0) 0, (0) 1, (0) 0, (1) 0, (1) 0, (1) 0,u u ′′= ν = ψ = = ν = ψ =  
1

0

(0) (2 ) , (0) (2 ) , 0.g gP P P P P P d d
α

α

= π = = π = ν ξ + ν ξ =∫ ∫   (8) 

Граничные условия (8) соответствуют следующим физическим 
условиям: прилипание смазки к металлической поверхности подшипника; 
периодичность гидродинамического давления, возникающего в каждом 
смазочном слое, и несжимаемость смазочных сред. 

Граничные условия на границе раздела смазочных сред принимаем как  
равенство скоростей, касательных и нормальных напряжений: 

2 0 2

1 1 0 1

( ) ( ) ( ), ( ) ( ) , ( ) ( ).
r

′′ ′μ τ δ μ′ ′′ ′ψ α = ν α = ν α ψ α = ψ α + ν α = ν α
μ μ Ω μ

   (9) 

Следовательно, к граничным условиям (8) добавляются и условия (9). 
Интегрируя систему (7), получим: 

2 2

2 2 3 1 6 7

2 2

2 4 5 1 8 9

3 2 3 2

1 6 10 1 8 11
0

( ) , ,
2 2

( ) , ,
2 2

, , ,
3 2 3 2 (1 cos )k k

c c c c c c

c c c c c c

du c c c u c c c I
θ

ξ ξ′ψ ξ = + ξ + υ = + ξ +

′ ξ ξ
ψ ξ = + ξ + υ = + ξ +

ξ ξ ξ ξ θ
= − − + = − − + =

+ η θ∫

(10) 

1 1 2 1 3 2 2 2 2 1 3 2[ ( ) ( ) ], [ ( ) ( ) ].p pe e J c J c e e J c J cα α α αΛ = Λ −α θ + θ Λ = Λ −α θ + θ  

Используя граничные условия (8) и (9), получим следующую 
алгебраическую систему уравнений для определения постоянных   

1 2 1 2( 2,3,...,11), , , ,ic i c c c c=  

2 1
3 7 10 4 5 8 90; 1; 0; 0, 0;

2 2
c cc c c c c c c= = = + + = + + =  
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3 2 3 2
1 8 1 6 1 8 1 8

11 7 9 90; 0;
3 2 6 2 6 2 6 2
c c c c c c c cc c c cα α α α

− − + = + + α − − − α + + + =  

( )
2 2

2 2 2
1 2 1 2 2 1 2 2 3 4 5

1

; ; 2 3 ; ;
2 2

c cc c A c c c c c c c c cμ α α
+ = = − = + + α + = + α +

μ
 

2 2
1 1 2 0

6 7 8 9 2 2 2 4
1 1 0

; ;
2 2

c cc c c c c c c c
r

α α μ τ δ⎡ ⎤+ α + = + α + α + = α + −⎢ ⎥⎣ ⎦μ μ ω
 

2 0
1 6 1 8

1 1 0

.c c c c
r

μ τ δ⎡ ⎤α + = α + −⎢ ⎥⎣ ⎦μ μ ω
    (11) 

 
Представление системы в матричной форме позволяет упростить 

алгоритм нахождения постоянных 1 4 5 8 9 2 6 2 2 1, , , , , , , , ,c c c c c c c c c c  

,M x b⋅ =      (12) 

где  1 4 5 8 9 2 6 2 2 1, , , , , , , , , ,x c c c c c c c c c c⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦
 

3 3 3 2 2

2 2

2 2

0 1 2 2 0 0 0 0 0
1 0 0 0 2 2 0 0 0
2 0 0 0 3 0 6 0 0
1 1 1 1 1 1 10 0 1 0 0
6 6 3 2 2 2 2
1 1 0 0 0 0 0 0 0 ,

1 (3 1) 1 0 0 0 0
2

1 3(2 1) 0 0 1 0 0
2 2
2 2 0 0 0 0 1 0
3 3 0 0 0 0 0 0 1

k k

M
k k

k k

k k k
k k k

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥
⎢ ⎥− α − α − α − α − α α
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥α α − −α − α⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥α + α α −α
⎢ ⎥
⎢ ⎥α α −⎢ ⎥
⎢ ⎥α α −⎣ ⎦

 

10,0,0, , ,0,1, ,0 .
2

b A kA⎡ ⎤= −α − −⎢ ⎥⎣ ⎦
 

После использования метода обратной матрицы, получим следующие 

значения для   1 4 5 8 9 2 6 2 2 1, , , , , , , , , :c c c c c c c c c c  
4 2 4 3 2 2 2

1 2 3 2 3 4 4 2 4

2 3 2 2 23 ,
4 6 4 6 4 1 4 2

k A kA kA kA kc
k k k k k

α −α − α + α − α + α −
= −

− α + α − α − α − α + α + + α + α − α
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( ) ( )( 3 6 3 5 2 6 2 4 2 4 3 2 6 5 4
4

1 4 7 6 10 4 2 5 6
2

c A k k k k k kA k k= − α − α − α + α − α + α − α + α + α − α +

( ) ( ) )

( )( )( )
4 3 2 2 6 5 4 2 4 2

2 3 2 3 4 4 2 4

12 16 20 12 5 5 5 4 1 6 12 6 /

/ 4 6 4 6 4 1 4 2 1 ,

k A A A A

k k k k k k

+ α − α + α − α − α + α −α + α − α + α − − α + α −

− α + α + α − α − α +α + + α + α − α α −α +
 

(
(

2 3 2 2 3
5

4 3 2 2 2 5 2 2

1 (15 19 3 5 ) 6 12 12 6
2

6 6 6 6 6 6 10

c A k k k k k

A k k A A k A

= α α − α − α + α − α + α − α − α −

−α − α + α + α − + α − + + α − α +
 

)) (
)

3 5 2 4 2 4 3 2 5 5 3

4 3 2 2 4 5 5 2 2 2

5 3 2 3 2 2 4 4 2 5 3 3

10 7 3 5 9 4

3 5 / 5 3 3 14 1 10 5

6 16 5 4 10 5 10 ,

k k k k k k

k k k k k

k k k k k k k

+ α − α + α + α + α + α + α −

− α − α α + α − α − α + + α − α −

−α − α + α + α + α − α + α + α − α

 

5 2 5 3 3 2 3

8 2 3 2 3 4 4 2 4

3 3 4 3 6 4 4 ,
4 6 4 6 4 1 4 2

k A kA k kA kAc
k k k k k

α − α − α − α + α + α −
=
− α + α − α − α − α + α + + α + α − α

 

 
5 2 4 2 5 4 2 3 2 3 2

9 2 3 2 3 4 4 2 4

1 (6 3 6 3 3 ) 8 6 8 6 2 ,
2 4 6 4 6 4 1 4 2

A k k k k k k kc
k k k k k

⎛ ⎞α − α − α + α + α − α + α + α − α −
= − ⎜ ⎟− α+ α − α − α − α +α + + α +α − α⎝ ⎠

   

 

((
)

) ((
)( ))

2 6 2 5 2 4 3 2 6 5
2

4 3 2 6 5 4 3 2

2 4 2 4 2 4 2 3

2 3 4 4 2 4

1 5 23 30 12 10 48
2

80 56 14 5 25 50 50 25 5

6 12 12 12 6 6 / 4 6 4

6 4 1 4 2 1 ,

c k A k k k k k k

k k k

k k k k

k k k k k

= − α − α + α − α − α + α −

− α + α − α + α − α + α − α + α − α −

− α + α + α − α − α − − α + α + α −

− α − α + α + + α + α − α α −α +

     (13) 

2 3 4 5 2 3 4 5 3 3

6 2 3 2 3 4 4 2 4

( 6 15 3 12 3 12 18 12 3 ) 4 4 4 ,
4 6 4 6 4 1 4 2

A k k k k kc k
k k k k k

⎛ ⎞− α + α − α + α − α + α − α − α + α − α + α −
= ⎜ ⎟− α + α − α − α − α + α + + α + α − α⎝ ⎠

( )4 2 4 3 2 4 3 2 2 2

2 2 3 2 3 4 4 2 4

2 10 15 4 4 6 4 1 6 6 6
,

4 6 4 6 4 1 4 2
A k k k k k k

c
k k k k k

α +α − α + α − α −α + α − α + α− − α + α −
=

− α+ α − α − α − α +α + + α +α − α
4 2 4 3 2 2 2

2 2 3 2 3 4 4 2 4

4 2 4 3 2 4 3 2 2 2

2 3 2 3 4 4 2 4

(2 2 3 ) 2 2 26
4 6 4 6 4 1 4 2

(2 10 15 4 4 6 4 1) 6 6 63 .
4 6 4 6 4 1 4 2

A k k k k kc k
k k k k k

A k k k k k k
k k k k k

⎛ ⎛ ⎞α +α − α + α − α − α −
= − +⎜ ⎜ ⎟− α + α − α − α − α +α + + α +α − α⎝ ⎠⎝

⎞⎛ ⎞α +α − α + α − α −α + α − α + α− − α + α −
+ ⎟⎜ ⎟− α + α − α − α − α +α + + α +α − α⎝ ⎠⎠

  

 
 Определение основных рабочих характеристик подшипника 
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В принятом нами приближении для гидродинамического давления и Ry 
получим следующие выражения: 

1 2 2 3
1

11 ( ) ( ) 1 ,
2

p c J c J
⎛ ⎞α⎡ ⎤= + θ + θ +⎜ ⎟⎣ ⎦Λ ⎝ ⎠

 

2
0 1

тр 0 01 2
1 0

(0) (0)1 , .
2 2
g p

y

p r cR L r e d
h h

π
−α

⎛ ⎞′′ ′⎛ ⎞α ψ υ⎜ ⎟′ = − + = μ + θ⎜ ⎟ ⎜ ⎟Λ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫         (14) 

 Численный анализ полученных аналитических выражений позволил 
представить их графическую интерпретацию на рис. 2. 

 

 
Рис. 2. Зависимость компоненты yR′  безразмерной несущей способности от 

параметра контура адаптированного профиля α : 

1 – 0,1A = ;    2 – 0,3A = ;    3 – 0,5A = ;    4 – 0,9A =  

 

Полученные результаты анализа расчетной модели подшипника  для 
его базовых эксплуатационных характеристик позволяют сделать следующие 
выводы: 
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- аналогично задачам, рассмотренным раннее, при значении параметра 
контура адаптированного профиля равном 0,2α ≈  наблюдается максимум 
несущей способности в диапазоне исследованных  значений параметра 
пластичности А. 

- при увеличении значения параметра пластичности А несущая 

способность подшипника с двойным смазочным слоем возрастает. 
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