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Аннотация: В работе на основе системы уравнений движения вязкой несжимаемой 
жидкости с учетом зависимости вязкости от давления, и  уравнений неразрывности, 
приводится автомодельное решение с использованием функций тока 
стратифицированного течения смазочного материала в упорных подшипниках. 
Предложенные здесь расчетные модели в отличии от существующих с трехслойной 
стратификацией, дополнительно усложнена зависимостью вязкости смазочного материала 
от давления. Получено аналитическое выражение позволяющее, получить описание  
стратифицированных трехслойных жидких смазочных материалов и график зависимости 
влияния структурного параметра и вязкостного отношения стратифицированных слоев на 
основные эксплуатационные характеристики подшипника. Численный анализ 
зависимостей параметров адаптированного профиля и несущей способности смазочных 
слоев. 
Ключевые слова: трехслойная смазка, поддерживающая сила, адаптированный контур 
ползуна, стратифицированное течение, зависимость вязкости от давления. 

 

Трехслойная стратификация жидких смазочных материалов пока не 

наблюдалась в общемашиностроительных узлах трения. Адсорбированные 

контактными поверхностями слои смазочных материалов не имеют 

объемных свойств и обеспечивают только граничное трение. Вместе с тем 

разработка смазочных материалов, расслаивающихся на три и более слоев, 

является перспективнейшей задачей, увеличивающей экранирование 

контактных поверхностей и снижающей их износ. Течение вязкого 

стратифицированного несжимаемого смазочного материала в зазоре 

упорного и радиального подшипников рассматривалось в работах [1-8]. 

Существенным недостатком этих работ является  то, что в расчетной модели 

не учитывается зависимость вязкости от давления. При больших значениях 

давления в смазочном слое вязкость смазочного материала существенно 

возрастает и возникает необходимость учета зависимости вязкости от 

давления [9-15]. 
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Ранее  нами рассмотрены случаи, когда расслоение смазки имеет место 

вблизи опорной поверхности подшипника. Рассмотрим случай, когда 
расслоение смазки происходит вблизи неподвижной и подвижной 
поверхностей подшипника, т. е. случай наличия в смазочном слое 
трехслойной смазки. 

Также будем предполагать, что зависимости вязкостей слоев от 
давления выражаются формулами 

*

0 , 1,2,3,p
i ie i′α′μ = μ =        (1) 

где  0iμ  – характерные вязкости; p′  – гидродинамическое давление. 

 
Рис. 1. Схема расслоения смазочного материала на три слоя 

 
В декартовой системе координат x O y′ ′ ′  уравнение адаптированного 

контура ползуна CП, границы раздела слоев С2Г и С1Г, а также направляющей 
СН можно записать в виде 

*
0 tg – sin ( ), ( ), ( ), 0.y h x a x h x y h x y h x y′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= + α ω = = β = α =    (2) 

Исходные уравнения и граничные условия 
В качестве исходных уравнений принимаем безразмерную систему 

уравнений движения вязкой несжимаемой жидкости с учетом зависимости 
вязкости от давления и уравнение неразрывности 

2

2 , 0 ( 1,2,3).i i i i
p

dp u i
y dx y xeα

∂ υ Λ ∂ ∂υ
= + = =

∂ ∂ ∂
   (3) 

Размерные величины  , , , , ,i i ix y u p′ ′ ′ ′ ′ ′υ μ  , описывающие поведение 

смазочных слоев, связаны с соответствующими безразмерными величинами 
следующими соотношениями: 
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* * 0
0 ; ; ; , ;i i i i

hy h y x lx u u u u
l

′ ′ ′ ′= = = υ υ = ε ε =  

2 *0
0 *

0

, , , ,a
a i i i i a

i

h pp p p p
u l

′ ′= μ = μ μ Λ = α = α
μ

   (4) 

где  ,i iu υ′ ′  – компоненты вектора скорости смазочной среды;  ра – 

атмосферное давление; l – длина подшипника. 
Система уравнений (8.5.3) решается при следующих граничных 

условиях: 

1 0 1 0 2 ( ) 2 ( )0; 1; (0) (1) 1; 0, 0;y y y h x y h xu p p u= = = == υ = = = = υ =  

1 1 02 2
( ) 1 2 1 2

1 01

( ); при ( ); , при ;y h x
u h x y h x u u y h

y y=α
∂υ μ ∂υ′= α = = α = υ = υ = α

υ ∂ μ ∂
 

2 2 03 3
( ) 3 3

2 02

( ); ; 0, 0 при ( ),y h x
u h x u y h x

y r=β

∂υ μ ∂υ′= β = = υ = =
υ ∂ μ ∂

  (5) 

*

2 3 2 3 1 1
0 0

tg, при , 1 sin , , , .l au u y h h x x l
h h
α ′= υ = υ =β = + η −η ω η = η = ω= ω   

Точное автомодельное решение 
Формирование точного автомодельного решения системы 

дифференциальных уравнений (3), соответствующее граничным условиям 
(5), проводим, используя функцию тока, предполагая, что поле скоростей и 
давлений является потенциальным: 

1 ( , ), ( , ), ( ),

( , ) – ( ) , ( , ) ( ), ,
( )

i i
ii i i i

ii i i

u U x y V x y
x y

yU x y u h x V x y
h x

∂ψ ∂ψ
= − + υ = + ψ = ψ ξ

∂ ∂

′= ξ = υ ξ ξ =
 

1 1 2
2 3 ,
( ) ( )p

dp c c
dx h x h xeα

Λ
= +  

2 1 2 3 3 4
2 3 2 3, ,
( ) ( ) ( ) ( )p p

dp c c dp c c
dx h x h x dx h x h xe eα α

Λ Λ
= + = +    (6) 

где  02 02 03 03
1 1 2 2 2 3 3 4

01 01 03 01

, , , .c c c c c c c cμ μ μ μ
= = = =
μ μ μ μ
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Подставляя (6) в (3) и в граничные условия (5), будем иметь 

1 2 1 1 1 1 2 2 2 1 2 2ψ , υ , ξυ 0, ψ , υ , ξυ 0,с с u c c u′′′ ′′ ′ ′ ′′′ ′ ′= = + = = = + =  (7) 

3 4 3 3 3 3, , 0,c c u′′′ ′′ ′ ′ψ = υ = + ξυ =  

1 1 1 3 3 3ψ (0) 0; (0) 0, υ (0) 1, ψ (1) 0, (1) 0, υ (1) 0,u u′ ′= = = = = =  

1 2 1 2 1 2ψ (α) ψ (α), υ (α) υ (α), (α) (α),u u′ ′= = =  

2 3 2 3 2 3υ ( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( ),u u′ ′ ′β = υ β β = β ψ β = ψ β  

2 2 2
1 2 1 2 1 2

1 1 1

μ μ μυ (α) υ (α), ψ (α) ψ (α), ,
μ μ μ

p p′ ′ ′′ ′′= = =  

α 1 1

1 2 3
0

υ (ξ) υ (ξ) ξ + (ξ) ξ 0,d d
α α

+ υ =∫ ∫ ∫  

3 3
2 3 2 3

2 2

( ) ( ) , ( ).μ μ′′ ′′ ′′ψ β = ψ β υ = υ β
μ μ

      (8) 

Осуществляя подстановку (6) в (3) и в граничные условия (5), будем 
иметь 

2 2

1 2 2 3 2 2 4 5
ξ ξψ ( ) ξ , ψ ξ ,
2 2

с с с с с с′ ′ξ = + + = + +  

2 2

1 1 6 7 2 1 8 9
ξ ξυ ( ) ξ , υ ( ) ξ ,
2 2

с с с с с сξ = + + ξ = + +   

3 2 3 2

1 1 6 10 2 1 8 11
ξ ξ ξ ξ( ) , ( ) ,
3 2 3 2

u c c c u c c cξ = − − + ξ = − − +  

2 2

1 4 12 13 3 3 14 15
ξ ξψ ( ) ξ , ξ ,
2 2

с с с с с с′ ξ = + + υ = + +  

3 2

3 3 14 16
ξ ξ( ) ,
3 2

u c c cξ = − − +  

( ) ( )2 1 3 2 2 1 3 2
1 1

, ,p pe e J c J c e e J c J cα α α αα α
= − + = − +

Λ Λ
 

2 1 3 2
2 10

, .
(1 sin )

x
p

k k

dxe e J c J c J
x x

α α α ⎛ ⎞= − + =⎜ ⎟Λ + η − η ω⎝ ⎠ ∫    (9) 
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С помощью алгебраической системы, состоящей из 21 уравнения с 21 

неизвестными, определяем постоянные  16( 2,3,..., )ic i c=   и  1 2 1 2 3 4, , , , ,c c c c c c : 

7 10 31, 0, 0,с c c= = =     

4 3 3 14
13 12 15 14 16– – , – – , – ,

2 2 3 2
c c c cc c c c c= = = +  

6 1 1 8 1 4 2 4 12 2( ) , ( ) ,c k c c c c k c c c= α + − α = β + − β  

2 1 4 8 2 14, ,c k c c k c= =      
2 2

2 2 3 2 4 5 0,
2 2

c c c c c cα α
+ α + − − α − =  

2 2

1 6 7 1 8 9 0,
2 2

c c c c c cα α
+ α + − − α − =  

 
3 2 3 2

1 8 11 3 14 16 0,
3 2 3 2

c c c c c cβ β β β
− − + + + − =  

2 2

2 4 5 4 12 13 0,
2 2

c c c c c cβ β
+ β + − − β − =  

2 2

1 8 9 3 14 15 0,
2 2

c c c c c cβ β
+ β + − − β − =  

3 2 3 2 3 2

1 6 7 1 8 9 1 8 96 2 6 2 6 2
c c c c c c c c cα α β β α α

+ + α + + + β − − − α +  

3 2
3 14

15 3 14 15 0,
6 2 6 2
c c c c c cβ β

+ + + − − − β =  

2
1 1 1 2 1 2 1 3 3 2 3 4 4 3

3

(1), , , , .
(1)

Jc k c c k c c k c c k c c c
J

= = = = = −   (10) 

Здесь  02 03
1 3

01 02

, .k kμ μ
= =
μ μ

 

Решение системы (10) сводится к решению следующего матричного 
уравнения: 

  ,M x b⋅ =                   (11) 

где  { } { }3 4 5 6 9 11 12 14; ; ; ; ; ; ; , 0; 0; 0; –1; 0; 0; 0; – 6x c c c c c c c c b= = α . 
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2

1 2

1 2

3 2

4 5

6 7

8 9
2

10 11 12

0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0

1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0

1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 3 0 0

k
k k

k
M

−⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥α α −
⎢ ⎥α α − − α⎢ ⎥=
⎢ ⎥α α
⎢ ⎥
α β α⎢ ⎥
⎢ ⎥α α
⎢ ⎥
α α α α⎢ ⎥⎣ ⎦

. 

Здесь 
22

2 2
1 2 1 2 1 3 1

3

(1) (1– ); ( –1); ( –1);
2 (1) 2

J kk k k k
J

αα
α = α = α α =    

( ) ( ) ( )3 3 2 2 2 22
4 2 5 2 6 2

3

1 1 1 (1)1 ; 1 ; 1 ;
3 2 2 (1)

Jk k k
J

α = β − β − α = β −β − α = β − β −

 ( )2 2
7 8 2 9 2

11 ; 1 , 1 ;
2

k kα = −β α = −β + β α = +β −β  

3 3 3 3
10 2 2 1 2 112 3 , 6( );k k k kα = − −β + β − α + β + α α = β − α  

( )2 2 2
12 2 26 3 1 .k kα = β + −β − α + β  

Решая матричное уравнение (8.4.11), получим: 
2

10 9 1 2 8 10 2 11 8 1 2 11 8 2 10 1 23 k k k k k k k kΔ = α α − α α −α α −α α α + α α α + α α −  
2

1 2 3 11 9 3 12 8 12 33 ,k k− α α + α α α −α α −α α  

11 8 3 8 10
14

6 6 ,c α α + αα + αα −α
=

Δ
 4 2 12 ,c k c=  

2 2
2 1 2 12 11 9 9

3
6 3 6 ,k kc kα − α + α −α α − α α

=
Δ

 

2 2
1 2 8 2 8 12 8 9 3 10 9

9
3 6 6 ,k k kc α α − α α −α α − α αα + α α

=
Δ

 

( )1 2 11 8 3 8 10
6

6 6
,

k k
c

α α + αα + αα − α
=

Δ
      (12) 

2 2
4 1 2 4 2 4 12 4 11 9 4 9 5 11 8 5 3 5 8 5 10

11
3 6 6 6 6 ,k k kc α α − α α −α α +α α α + α α α −α α α − α α α − α α α +α α

=
Δ
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( )
2 2 2 2

1 2 1 12 6 2 1 2 6 1 2 6 12 1 11 9 6 9 6 11 9 1 9 1
12

2 2 2 7

3 6 6 3 6 6 ,k k k k k kc
k k

α α −α α − α α − α α + α α −α α +α α α + α α α+α α α + α α α
=

Δ β +α +α

( 2 2 2 2 2 2
5 1 12 7 1 1 2 1 1 2 7 1 2 1 2 7 1 12 23 3 6 6 –c k k k k k k k= α α α − α α β− α α α + α α β + α α α + α α β  

2 2
1 11 9 2 1 11 9 7 1 9 2 1 9 7 2 2 12 6 2 2 66 6 6k k k k−α α α β−α α α α − α α αβ − α α α α −α α α + α α α +  

) ( )( )2 2
2 2 1 6 2 2 11 9 6 2 2 9 6 2 2 2 73 6 .k k k k k k+ α α α +α α α α + α α α α Δ β +α +α  

Определение несущей способности 
В рассматриваемом случае несущая способность подшипника с учетом 

(12) определяется формулой  

( )1 1 1 1
2

1

1 sin cos 1 .
2 12 2

cW
⎛ ⎞α η η η η⎛ ⎞= + + − ω+ ω−⎜ ⎟⎜ ⎟Λ ω ω ω⎝ ⎠⎝ ⎠

 ,  

где 1c  определяется согласно (10) и (12). 

Результаты качественного анализа полученных зависимостей, 
графическая интерпретация которых приведена на рис. 2, показывают: 

 
Рис. 2. Зависимость нормализованной несущей способности  

от параметров адаптированного профиля ω  и η : 

1 – 0,1α = ; 2 – 0,5α = ; 3 – 0,8α = ; 4 – 0,9α =  
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- В случае единого смазочного слоя при 0, 1α = β =   наибольшая 

несущая способность достигается при 3
2
π

ω = . В этом случае условие 

замкнутости смазочного слоя выполняется и несущая способность 
подшипника на 50 % больше, чем при 0ω= . 

- При трехслойной стратификации смазочного материала с 
увеличением значений вязкостного отношения 2k  при  1 1k ≈  β , близких к 

единице и α , близких к нулю, несущая способность подшипника сочетается 
с наименьшим значением силы трения. 
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