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Во многих прикладных задачах, связанных с профилированием режу-

щего инструмента, определяют огибающую семейства поверхностей. Наряду 

с классическим подходом [1 - 2] к определению огибающей,  в последнее 

время используется и новый [3], использующий отображение ортогональным 

проецированием поверхности на плоскость: [4 - 6] и другие. Так, если спрое-

цировать график однопараметрического семейства двумерных поверхностей 

в пространство R4, то получим некоторую трехмерную гиперповерхность Σ.  

Дискриминанта этой гиперповерхности является   огибающей рассматривае-

мого семейства. Исследование поверхности  Σ при задании ее параметриче-

скими уравнениями и уравнением в неявной форме проведено в работах [7 -  

8], а его применение – в работах [9 - 10].   

Отображение ортогональным проецированием четырехмерной поверх-

ности и использование полученных результатов к определению огибающей 

двухпараметрического семейства поверхностей рассматривается ниже.  

Пусть исходная четырехмерная гиперповерхность 1Σ задана уравнением 

в неявном виде 

.0),,,,( =vuzyxF                                                             (1) 

Рассмотрим отображения ортогональным проецированием этой поверхности 

по направлениям осей u и v на соответствующие координатные гиперплоско-

сти.  

Уравнения гиперплоскостей, касательных к гиперповерхности (1) в не-

которой ее точке M(x0,y0, z0, u0,v0), записываются в виде 

.0)()()()()( 00000 =−⋅+−⋅+−⋅+−⋅+−⋅ vvFuuFzzFyyFxxF vuzyx      (2) 



 

 

В точках гиперповерхности, в которых касательные гиперплоскости парал-

лельны оси 0U, выполняется условие 

.0),,,,( =vuzyxFu                                                   (3) 

Будем рассматривать (3) как уравнение первой вспомогательной четырех-

мерной гиперповерхности .1
1Σ  Пересечение гиперповерхностей (1) и (3) оп-

ределяют трехмерную гиперповерхность 2Σ  (рис.1), являющуюся криминан-

той гиперповерхности 1Σ  при ее ортогональном отображении вдоль оси u. 

 

Четырех параметрическое множество плоскостей, касательных к ги-

перповерхности 1
1Σ  (3)  в ее некоторой точке N(x0,y0, z0, u0,v0), записывается в 

виде  

.0)()()()()( 00000 =−⋅+−⋅+−⋅+−⋅+−⋅ vvFuuFzzFyyFxxF uvuuuzuyux         (4) 

Гиперплоскости (2) и (4) пересекаются по трехмерным гиперплоскостям, ка-

сающимся гиперповерхности 2Σ . В точках гиперповерхности (1), в которых 

касательные гиперплоскости параллельны оси 0V, выполняется условие 

.0),,,,( =vuzyxFv                                                   (5) 

Рис. 1 – Схема взаимосвязи гиперповерхностей ,1Σ ,1
1Σ

2
1Σ и  криминант ,2Σ ,3Σ 4Σ , где  

1Σ – исходная четырехмерная гиперповерхность; 1
1Σ  и

2
1Σ   – первая и вторая  вспомога-

тельные четырехмерные гиперповерхности; 2Σ , 3Σ  и 4Σ – криминанты гиперповерхно-
сти 1Σ при ее отображении на гиперплоскости XYZV, XYZU и XYZ, соответственно 
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Полученное уравнение рассматриваем как уравнение второй вспомогатель-

ной четырехмерной гиперповерхности .2
1Σ Пересечение четырехмерных ги-

перповерхностей (1) и (5) определяет трехмерную гиперповерхность 3Σ , яв-

ляющуюся криминантой гиперповерхности 1Σ при ее ортогональном отобра-

жении вдоль оси 0V . Тогда четырех параметрическое множество плоскостей, 

касающихся гиперповерхности (5) в ее некоторой точке K(x0,y0,z0, u0,v0), за-

писывается уравнением в виде 

.0)()()()()( 00000 =−⋅+−⋅+−⋅+−⋅+−⋅ vvFuuFzzFyyFxxF uvuuuzuyux         (6) 

Пересечение трехмерных гиперповерхностей 3Σ и 3Σ задает двумерную 

поверхность 4Σ , являющуюся криминантой гиперповерхности (1) при ее ор-

тогональном отображении на гиперплоскость XYZ (по двум направлениям 

вдоль осей u и v).  

Пусть точки M, N и K принадлежат не только соответствующим гипер-

поверхностям, но и двумерной поверхности 4Σ . Тогда касательная плоскость 

к этой двумерной поверхности определяется в пересечении гиперплоскостей 

(2), (4), (6). Рассматривая уравнения (2) и (4) как систему линейных уравне-

ний относительно (u-u0)  и (v-v0
),  получим 
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После подстановки полученных выражений в равенство (6), получим уравне-

ние касательной плоскости к поверхности 4Σ  
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Тогда из приведенных уравнений следует, что криминанта гиперповерхности 

(1) при ее отображении ортогональным проецированием на гиперплоскости 



 

 

по направлениям осей 0U и 0V, определяется системой уравнений (1), (3) и 

(5), при условиях 

0≠++ zyx FFF  и 0≠
vvuv

vuuu

FF
FF

. 

В качестве примера, иллюстрирующего достоверность полученных ре-

зультатов, рассмотрим четырехмерную гиперповерхность, определяемую 

уравнением 

.)sin()sincos()coscos( 2222 ruRzvuRyvuRx =⋅−+⋅⋅−+⋅⋅−              (8) 

Эта гиперповерхность получена отображением  двухпараметрического се-

мейства сфер радиуса r c центрами на сфере радиуса R (рис.2) в гиперпро-

странство XYZVU . 

Тогда в соответствии с (3) уравнение первой вспомогательной гипер-

поверхности будет 

.0cossinsincossin =⋅⋅+⋅⋅⋅+⋅⋅⋅ uRzvuRyvuRx                       (9) 

Откуда имеем 
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После подстановки зависимостей из (10) в равенство (9), получим 

уравнение трехмерной гиперповерхности, являющейся криминантой гипер-

поверхности (1) при ее отображении на гиперплоскость вдоль оси 0V: 
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           (11)   

Для исследования этой гиперповерхности рассечем ее гиперплоскостями. Так 

для Z=0, имеем 

.)sincos(2 2222 RrvyvxRyx −=⋅+⋅⋅±+  
Графиком этого уравнения является двумерная циклическая поверхность с 

плоскостью параллелизма 0XY  (рис. 3). Сечением гиперповерхности (11) ги-



 

 

перплоскостью V=0 является двумерная поверхность, определяемая уравне-

нием 
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Ее график представлен на рис. 4. 

Рассмотрим теперь отображение гиперповерхности (1) вдоль оси 0U. В 

этом случае  уравнение второй вспомогательной гиперповерхности в соот-

ветствии с (5) получим в виде 

.0cossinsincossin =⋅⋅+⋅⋅⋅+⋅⋅⋅ uRzvuRyvuRx                       (12) 
Откуда 
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Трехмерная гиперповерхность (12) является криминантой гиперпо-

верхности (1) при ее отображении вдоль оси 0U. Криминанта гиперповерхно-

сти (1) при ее отображении вдоль осей 0U и 0V находится в пересечении пер-

вой и второй трехмерных гиперплоскостей.  После подстановки выражений 

из (10) и (13) в (9) уравнение этой криминанты будет 

.)( 2222 rRzyx ±=++                                                        (14) 
Графиком этого уравнения являются две сферы с центром в начале системы 

координат и радиусами (R+r) и (R-r) (рис. 5). После преобразований уравне-

ние (14) можно представить в  виде 

.04)())((2)( 22222222222222 =⋅⋅−+++++⋅−++ rRrRrRzyxzyx  
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Рис. 2 – Начальное положение сферы 
радиусом r c центром на сфере  
радиусом R Рис. 3 – Сечение трехмерной  

гиперповерхности гиперплоско-
стью Z=0



 

 

 

 

Это уравнение определяет алгебраическую поверхность четвертого порядка. 

Она распадается на две поверхности второго порядка – две сферы. 

Таким образом, проведенные исследования  гиперповерхности и ее 

отображения ортогональным проецированием на координатные гиперпло-

скости позволили получить в общем виде огибающую двухпараметрического 

семейства поверхностей, а также необходимые условия ее существования.  

Полученные результаты апробированы на модели четырехмерной ги-

перповерхности, полученной отображением двухпараметрического семейст-

ва сфер в пятимерное пространство.  Приведены как аналитические зависи-

мости, так и соответствующие компьютерные полигональные модели сече-

ний трехмерной гиперповерхности и двухмерной дискриминанты четырех-

мерной гиперповерхности.  
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