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Аннотация: В статье рассматриваются вопросы имитационного моделирования 
процессов перемешивания волокнистых материалов с использованием Марковских 
процессов. Правильное сочетание и перераспределение компонентов в двухкомпонентной 
смеси существенно влияет на их физические свойства, а разработанная модель дает воз-
можность оптимизировать этот процесс. Авторами предложен алгоритм моделирования 
переходов между состояниями смеси, основанный на Марковских процессах.  
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Практически все изделия из волокнистых материалов производятся из 

смесовой пряжи, т.е. пряжи, сформированной их смеси разнородных воло-

кон, например, шерсти и ПАН-волокна (полиакрилнитрильного волокна) или 

хлопка и вискозных волокон [1,2]. Правильно подобранная смесь позволяет 

получить волокнистый материал, который приобретает лучшие свойства 

каждого компонента смеси и ослабляет их худшие свойства [3-5]. Правильно 

подобранная смесь – это смесь, в которой все компоненты присутствуют в 

заданных пропорциях, а сама смесь – гомогенная, т.е. эти пропорции макси-

мально точно соблюдаются во всех частях и объемах смеси [6,7]. Для обес-

печения качественного перемешивания используют специальные смесовые 

машины и другое технологическое оборудование, в котором наряду с основ-

ными процессами, для которых это оборудование предназначено, происходят 

и процессы перемешивания [8,9]. 

Далее рассматриваем только двухкомпонентные смеси, что практиче-

ски не снижает глубины рассмотрения. В обобщенном виде процесс переме-

шивания можно представить следующим формализованным описанием 

[10,11]. Предположим, что компонент состоит из элементов, которые остают-

ся неразделяемыми при перемешивании. Это могут быть отдельные волокна 
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в волокнистом компоненте, гранулы, куски породы, зерна при перемешива-

нии сыпучих материалов и т.п. Обозначим V объем рабочей камеры смесовой 

машины, и v некоторый «физически» малый объем (ФМО), который, с одной 

стороны, мал относительно V, так что число таких объемов N = V / v – боль-

шое число, но, с другой стороны, может вместить в себя достаточно много 

элементов каждого компонента. Поэтому для каждого такого объема можно 

определить долю компонента в смеси, находящейся в этом объеме. Будем 

считать смесь хорошо перемешанной, если в каждом ФМО доля компонента 

равна или незначимо отличается от заданной рецептурой смеси. 

Пронумеруем все ФМО в рабочей камере машины  j = 1,…,N. Перед 

смешиванием объем V заполняется компонентами согласно рецепту смеси. 

Однако, поскольку компоненты не перемешаны, а располагаются, например, 

слоями в соответствии со способом заполнения камеры, в каждом их ФМО 

находится или только первый, или только второй компонент. Это состояние 

смеси в момент t = 0 можно описать вектором P(0) = [ p(j,0) = 1 или 0, j = 

1,…,N]. Для интенсификации перемешивания в смеситель помещают мешал-

ку – вращающийся рабочий орган. Возникает «естественный» квант времени, 

соответствующий одному обороту мешалки. При смешивании волокнистых 

материалов мешалки не применяют, поскольку они способствуют зажгучива-

нию волокон. Однако квант времени можно ввести и в этом случае. За один 

шаг по времени происходит перемещение части компонента из ФМО в дру-

гие ФМО, т.е. происходит обмен некоторым количеством компонента между 

ФМО. Этот обмен детально невозможно отслеживать, он является вероят-

ностным процессом, причем обладает Марковским свойством, поскольку 

каждое новое состояние смеси зависит непосредственно только от ее преды-

дущего состояния [12,13].  

Переходы между состояниями смеси в последовательные моменты 

времени можно описать рекуррентным уравнением P(t+1) =P(t)∙A(t), в кото-



Инженерный вестник Дона, №3 (2025) 
ivdon.ru/ru/magazine/archive/n3y2025/9904 
 

 

 

© Электронный научный журнал «Инженерный вестник Дона», 2007–2025 

ром квадратная матрица A(t) – одношаговая матрица вероятностей перехода 

для шага t == 0,1,2… Для более адекватного моделирования процесса пере-

мешивания будет естественным предположить, что вероятности обмена ком-

понентами между соседними ФМО выше, чем между объемами, более уда-

ленными друг от друга. Пронумеруем ФМО так, чтобы большей удаленности 

ФМО отвечали большие разности их номеров |i-j|. В соответствии с этим 

сравним четыре модельных правила убывания вероятностей перехода в каж-

дой из строк матрицы A: 

( , ) exp( )a i j c r j i= ⋅ − ⋅ − ,                           (1) 

2( , ) exp( ( ) )a i j c r j i= ⋅ − ⋅ − ,                      (2) 

, 1
( , )

0, 1
c j i

a i j
j i
− ≤

=  − >
,                                 (3) 

( , )a i j c= ,                                                          (4) 

В этих формулах параметр r задает скорость убывания вероятностей 

перехода, константа c – нормировочная для каждой строки A. 

Правило (3) означает, что переходы возможны только между соседни-

ми ФМО. Правило (4) означает, что вероятности перехода в любой ФМО, в 

том числе и вероятность остаться в прежнем ФМО, одинаковы. В этом слу-

чае, как это следует из теории эргодических однородных Марковских про-

цессов, предельное распределение долей по ФМО достигается за один шаг 

процесса [14]. 

В качестве меры близости долей компонента во всех ФМО к их доле p, 

заданной рецептом смеси, выберем средний квадрат отклонений: 

( )2
1

1 ( , t)
N

j
Q P j p N p

N =
= ⋅ ⋅ −∑                            (5) 
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Очевидно, что при равномерном распределении доли компонента по 

всем ФМО и «правильном» значении этой доли, равном p, величина Q будет 

равна нулю, а по мере перемешивания она будет стремиться к нулевому зна-

чению. 

Альтернативной мерой неоднородности распределения компонента по 

ФМО независимо от заданной доли компонента в смеси p может служить эн-

тропия распределения, с учетом известного факта, что при равномерном рас-

пределении энтропия максимальна: 

1
( , ) Ln ( , )

N

j
h P j t P j t

=
= − ⋅∑                              (6) 

При моделировании выбраны следующие значения параметров и 

начальных условий: количество ФМО N = 100, т.е. отлеживались элементы 

объема смесителя с точностью до 1% всего его объема. Число шагов переме-

шивания Tm = 25, что при кванте времени Δt  соответствовало времени пере-

мешивания Ts = Tm∙ Δt;  скорости переноса элементов компонентов r1 = 0.1 и 

r2 = 0.01, при которых завершается динамика перемешивания; двухкомпо-

нентная смесь составлена в равных долях компонентов p  = 0,5; перед нача-

лом перемешивания задавалось наиболее неблагоприятное распределение 

компонентов, когда половина расположенных рядом ФМО целиком заполне-

на первым компонентом, а вторая половина ФМО – вторым компонентом, 

что имитирует первоначальное полное разделение компонентов внутри каме-

ры смесителя. 

Начальное значение (5) равно: 

 
Начальное и предельное (при равномерном распределении смеси) зна-

чения энтропии смеси с пересчетом на один ФМО равны 
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1 1

1
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j
H N N N− −

=
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На рис. 1 показано убывание Q(t) от начального значения до конечного 

для смоделированного интервала времени при четырех правилах убывания 

вероятностей перехода (1) – (4). Подтверждено, что при правиле (4) предель-

ное распределение достигается за один шаг. Для первых трех правил (1) – (3) 

наблюдается экспоненциальное уменьшение квадрата ошибки. Экспоненци-

альный закон убывания Q(t) во всех случаях подтверждается преобразовани-

ем линий графиков прямые при перестройке их в логарифмическом масштабе 

по оси t, что соответствует общим закономерностям эргодических однород-

ных Марковских процессов.  
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Рис. 1. - Динамика изменения квадратичного критерия при перемешивании 

двухкомпонентной смеси 

Аналогичная динамика в направлении нарастания получена для энтро-

пийной меры (6) равномерности распределения компонента (рис.2). Отметим, 

что, как и следовало ожидать, правила (1). (2) и (3) расположены по порядку 

увеличения длительности переходного режима. Заметно значительное разли-
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чие в скоростях перемешивания для правил (1), (2) и (3). Из этого следует, 

что при исследовании процесса перемешивания необходима более детальная 

проработка особенностей механизма перемешивания и используемых при 

этом технических средств перемешивания. 
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Рис. 2. - Динамика изменения энтропии смеси при перемешивании 

Разработанная модель перемешивания для двухкомпонентных смесей 

сыпучих или близких к ним, например, волокнистых материалов, может быть 

детализирована для имитации процесса при различных законах перемещения 

элементов смеси и их заполнения ФМО с учетом эффектов слипания отдель-

ных элементов, препятствующих перемешиванию. Таким образом, предлага-

емая модель служит инструментом для более глубокого и детального иссле-

дования процесса и работы оборудования, на котором происходят процессы 

смешивания. 
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