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Ортогональная обработка сигналов с использованием математических 

моделей целочисленных вейвлет-преобразований, реализованных  
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Аннотация: Для повышения эффективной работы низкоорбитальных систем 

спутникового интернета (и обеспечения высокосортного обмена данными) широко 

используются системы, реализованные с использованием методов OFDM, базирующихся 

на ортогональном частотном мультиплексировании. Применение методов OFDM 

позволяет расширить полосу пропускания радиоканала на основе повышения 

спектральной эффективности. Для этого в системах OFDM применяют ортогональное 

преобразование сигналов с использованием быстрого преобразования Фурье. Чтобы 

уменьшить время, затрачиваемое на цифровую обработку сигнала, в статье рекомендуется 

перейти к целочисленным дискретным вейвлет-преобразованиям (ЦДВП) сигналов, 

реализованные в модулярных кодах классов вычетов (МККВ). Научная новизна работы 

состоит в том, что на основе интеграции методов построения дискретных вейвлет-

преобразований и методов разработки модулярных кодов, будут созданы математические 

модели ДВП, реализованные в МККВ, применение которых обеспечит снижение времени 

выполнения обработки сигналов в системах, поддерживающих методы OFDM. Это будет 

достигнуто благодаря распараллеливанию арифметических операций по основаниям 

модулярного кода. При этом использование малоразрядных операндов позволяет перейти 

от выполнения операций умножения, сложения и вычитаний в МККВ к выборке данных 

из LUT-таблиц. Таким образом, разработка математических моделей ЦДВП, 

реализованных в МККВ,  является актуальной задачей.  

Ключевые слова: системы OFDM, дискретное вейвлет-преобразование, параллельное 

кодирование, модулярный код классов вычетов. 

Введение 

Уровень развития современного общества во многом предопределен 

множеством информационных технологий (ИТ), которые широко 

используются во всех сферах. Так, поскольку множество ИТ связано с 

использованием информационно-коммуникационной сети Интернет, то в 

настоящее время решается задача разработки и внедрения низкоорбитальных 

систем спутникового интернета (НССИ). Только НССИ при минимальных 

финансовых затратах по сравнению с другими средствами связи способны 

обеспечить широкополосный доступ в Интернет всем жителям Крайнего 

Севера. Примером такой системы выступает развернутая версия StarLink, 
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которая в настоящее время функционирует с использованием свыше 2000 

низкоорбитальных спутников [1, 2]. В работах [3, 4] предлагается для 

организации связи в системе StarLink использовать технологию 

ортогонального частотного мультиплексирования (OFDM). Выбор методов 

OFDM связан с тем, что за счет повышения спектральной эффективности 

происходит расширение полосы пропускания радиоканала, что способствует 

увеличению скорости передачи данных. Полученный результат достигается 

за счет применения быстрого преобразования Фурье (БПФ) в системах 

OFDM [5-7]. Однако использование метода БПФ при ортогональной 

обработке сигнала не позволяет обеспечить минимальное время на 

выполнение данной процедуры, что негативно сказывается на скорости 

передачи данных. Сократить время на обработку сигнала возможно за счет 

выполнения параллельных вычислений с использованием базиса разложения, 

который имеет более компактный набор носителей, чем при использовании 

БПФ. Решить данную задачу возможно путем интеграции методов 

построения дискретных вейвлет-преобразований (ДВП) и методов 

разработки модулярных кодов классов вычетов (МККВ). Поэтому, синтез 

математических моделей целочисленных ДВП, реализованных в МККВ, 

является актуальной задачей. 

Основная часть. Цель исследования. 

Использование методов цифровой обработки сигналов на основе БПФ 

не позволяет обеспечить минимальное время ортогонального 

преобразования. Это связано с тем, что вычисления реализуются в поле 

комплексных чисел. В этом случае, для выполнения базовой процедуры 

«бабочки» требуется осуществить 4 операции умножения и 6 операций 

сложения. Применение дискретного вейвлет-преобразования позволяет 

уменьшить количество операций при ортогональном преобразовании 

сигналов. Дальнейшее сокращение цифровой обработки сигналов возможно 
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за счет реализации ДВП в модулярном коде. Применение МККВ  

обеспечивает параллельные вычисления по его основаниям, а также 

использование табличной реализации модульных операций. Уменьшение 

времени на обработку сигналов позволит повысить скорость  передачи 

данных в системах OFDM, используемых в НССИ. Цель работы – снизить 

временные затраты на цифровую обработку сигналов в системах, 

поддерживающих методы OFDM за счет использования математических 

моделей ЦДВП, выполненных в МККВ. 

Материал и методы исследования 

1. Дискретное вейвлет-преобразование 

В настоящее время все множество вейвлет-преобразований (ВП) можно 

разбить на две основные группы [8-16]. Основу первой группы составляют 

непрерывные ВП. При использовании таких преобразований исходный 

сигнал, обладающий конечной энергией, представляется непрерывным 

множеством базисных функций для заданных интервалов частот, имеющих 

вид  ff 2, , где 0f . В этом случае базовая функция, которая  зависит от 

проводимых сдвигов во времени (параметр b) и применяемого масштаба 

времени (параметр а), имеет вид: 
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где  ),(    – операция скалярного произведения. 
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Обратное непрерывное ВП задается выражением: 
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где  


С   – нормирующий коэффициент. 

Данный коэффициент определяется: 
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где )(w  – фурье-преобразование вейвлета )(х . 

Во вторую группу входят дискретные ВП. В этом случае дискретный 

сигнал  ДВП представляют собой кортеж наборов масштабов и переносов 

вейвлета [14-16]. При использовании ДВП сигнал можно разложить на две 

функции. Первая функция является аппроксимирующей )(tA
m

. Вторая 

представляет собой набор детализирующих функций )(tD
m

. В этом случае 

справедливо: 
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При этом, при использовании ДВП, можно изменять уровень 

детализации m.  Данный процесс можно представить следующим образом. 

Пусть задан сигнал 
0

)( VtS  , который при m = 0, можно представить: 
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  – 

масштабирующая функция. При увеличении уровня, то есть при  m = 1, 

исходный сигнал разлагается на две составляющие, которые принадлежат  

подпространствам 
11

, WV  соответственно. Имеем: 
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В результате, вычислены две последовательности аппроксимирующих 

k
a

1
 и детализирующих 

k
d

1
коэффициентов. Затем составляющая )(

1
tA  снова 

подвергается разложению на две составляющих )(
2

tA  и )(
2

tD . Тогда, для  m-

го уровня разложения получаем: 
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2. Модулярные коды классов вычетов 

Для построения модулярного кода классов вычетов необходимо 

выбрать взаимно простые числа nip
i

...,,2,1,  . Это основания кода МККВ. 

Их кортеж определяет рабочий диапазон кода: 
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Согласно [17-21] в МККВ целое число Х представляется в виде 

кортежа остатков: 
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Используя изоморфизм, порожденный китайской теоремой об остатках, 

операции суммирования, вычитания и умножения двух комбинаций МККВ 

можно представить: 
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где 
ii

рYy mod ; 
iраб

РY  ; ni ..,,2,1 . 

Проведя анализ равенств (11) - (13), можно заметить, что вычисления в 

МККВ происходят параллельно, по основаниям кода. При этом переноса из 

одного основания в другое нет. Кроме того, остатки, которые составляют 
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кодовую комбинацию МККВ, имеют меньшую разрядность, чем целые числа 

X и Y. Это означает возможность замены данных модульных операций на 

процедуры выборки из LUT-таблиц. Так как в основе ДВП лежат операции 

сложения и умножения, то их можно реализовать в МККВ, что позволит 

повысить скорость вычислений.  

Однако, для вычислений с помощью МККВ, необходимо выполнить 

две немодульные операции. Первой операцией является преобразование 

позиционного двоичного кода (ПДК) в МККВ. Анализ работ [7-21] показал, 

что такое преобразование можно реализовать, используя следующие 

алгоритмы: 

 алгоритм понижения разрядности; 

 алгоритм суммирования степеней кода; 

 алгоритм распределённой арифметики. 

При реализации алгоритма понижения разрядности перевод ПДК-

МККВ представляет собой итерационный процесс [19]. Пусть задана 

двоичная комбинация целого числа: 
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где  1,0
j

X ; 1,...,0  Gj . 

На каждом из этапов определяется сумма остатков, которые 

соответствуют степеням двойки с ненулевыми коэффициентами в ПДК, а 

также сравнение с модулем: 
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Итерации выполняются до тех пор, пока не получится сумма, которая 

меньше основания. Это остаток числа Х по модулю 
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Меньшими временными затратами обладает  алгоритм суммирования 

степеней кода [18, 21]. В этом случае остаток вычисляется поразрядно на 

основе выражения: 
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где ki ,..,3,2,1 . 

Дальнейшее сокращение времени необходимого на получение остатка 

можно достичь с помощью алгоритма распределенной арифметики [18-21]. В 

этом случае двоичная комбинация делится на блоки и выполняется 

выражение: 
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При этом, для вычисления остатка надо заранее определить остатки 

этих блоков: 
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где )...(
01

jj

V
XX 


 – код  j-го блока; Cj ,...,1 . 

В качестве второй обязательной операцией выступает обратное 

преобразование МККВ-ПДК. В работах [17-21] показано, что в большинстве 

случаев при выполнении этого преобразования применяется китайская 

теорема об остатках: 
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pB mod1 ; 
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m  – вес 

ортогонального базиса; ,...1,0
X

r   – ранг числа. 

Данные немодульные операции будут реализованы при проведении 

сравнительного анализа с использованием FPGA. 

3. Математические модели ДВП в модулярных кодах классов 

вычетов 

В настоящее время среди ДВП, используемых для кратномасштабного 

анализа, широко используются преобразования Добеши. Рассмотрим 

математические модели  ДВП Добеши, реализованные в МККВ.  В этом 

случае масштабирующая функции )(х  и вейвлет-функция  )(х  имеют вид: 
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где U – длина ДВП; Lh  – коэффициенты НЧ фильтра; 
iLpL

phh
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где 
L

g  – коэффициенты ВЧ фильтра; 
iLpL

pgg
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В МККВ должны выполняться свойства, которые имеет ДВП при mj   
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При выполнении данных условий будут определены ортогональные 

функции, представленные в МККВ. Значит, для них справедливо условие: 
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Тогда математические модели ДВП Добеши, реализованные в 

модулярных кодах класса вычетов представляют собой линейные 

комбинации функций 
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полученные при реализации j-го уровня разложения сигнала, которые также 

представлены в МККВ. В этом случае получаем: 
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   (26) 

где )(log
2

Nj   – число уровней, используемых при разложении; 

1...,1,0  NL  – сдвиги в ДВП; 
iLj

i
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,,
  ; 

iLj

i

Lj
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,,
  ; 

iLj

i
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pdd mod

,,
 ; 
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i
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pаа mod
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 ; ni ..,,2,1 . 
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Более компактная запись математических моделей Добеши, 

реализованных в МККВ, имеет вид: 

.)()()(
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      (27) 

Рассмотрим разработанную математическую модель выполнения 

преобразования Добеши-4 на основе модулярных кодов класса вычетов. 

Очевидно, что для реализации разработанной модели надо коэффициенты 

4321
,,, сссс  сначала представить в МККВ. Для этого воспользуемся системой 

уравнений: 
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  (28) 

где ni ..,,2,1 . 

В этом случае коэффициенты Добеши-4, представленные в МККВ, 

будут равны: 
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4 .  (29) 

Используя данные коэффициенты, можно получить матрицу, 

позволяющую выполнить прямое преобразование Добеши-4 на основе 

МККВ, при обработке кортежа, состоящего из 8 отсчетов. 
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где ni ..,,2,1 . 

Тогда аппроксимирующие коэффициенты, представленные в МККВ, 

будут вычислены с помощью следующих выражений: 
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 (31) 

где 
ii

pjSjS mod)()(  ; 
ii

pjsjs mod)()(  ; ni ..,,2,1 . 

В этом случае, детализирующие коэффициенты ДВП Добеши-4, 

вычисленные с помощью МККВ, будут определяться, исходя из выражений: 
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 (32) 

В разработанной математической модели ДВП Добеши-4, 

реализованной в МККВ, используются отрицательные коэффициенты. 

Поэтому предлагается рабочий диапазон, величина которого определяется 

выражением (9), поделить на два поддиапазона. Первый поддиапазон 
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1

2
,0

раб
Р

 используется для размещения положительных чисел МККВ. Во 

втором поддиапазоне 







1,

2
раб

раб
Р

Р
 размещаются отрицательные числа. Так 

как остатки в коде МККВ всегда должны быть положительными, то 

перемещение отрицательных чисел осуществляется следующим образом: 

)()( jSpjS
iii

 .     (33) 

Анализ работ [7-21] показывает, что наибольшее распространение 

среди оснований модулярных кодов получили числа вида 12,2,12  vvv
. 

Выбор данных оснований связан с тем, что, используя данные числа, можно 

относительно легко реализовать модульные операции. При этом может быть 

применена табличная реализация. В этом случае, применение LUT-таблиц 

позволяет перейти от выполнения этих операций к выборке данных [22]. 

Кроме того, применение чисел вида 12,2,12  vvv
позволяет при меньших 

аппаратурных и временных затратах выполнять немодульные операции. Во-

первых, это прямое преобразование из позиционного двоичного кода  в 

МККВ. Во-вторых, операция обратного преобразования из МККВ в ПДК. 

Результаты исследования и их обсуждение 

В современных НССИ для обеспечения высокоскоростного доступа к 

интернету используются OFDM-технологии. Так, StarLink реализует обмен 

данными с помощью сигналов OFDM, которые используют модуляцию 64 

QAM [23]. В этом случае на вход модулятора должна подаваться 

восьмиразрядная комбинация, что соответствует восьмиразрядному 

входному отсчету. Структура сигнала OFDM: количество подканалов – 52, из 

них 48 информационных. Значит, для выработки сигнала OFDM, достаточно 

реализовать 64-точечное быстрое обратное дискретное преобразование 

Фурье. 
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Возьмем в качестве оснований МККВ числа 65,64,63
321
 ррр . 

Их рабочий диапазон составит 262080
раб

Р . Таким образом, диапазон 

МККВ незначительно меньше 262144218  . Учитывая, что рабочий диапазон 

делится на две части для представления положительных и отрицательных 

чисел, выбираем разрядность коэффициентов ДВП Добеши не более 9 бит. 

Значение целочисленных коэффициентов Добеши-4 и их представление в 

МККВ представлено в таблице 1. 

Таблица № 1 

Коэффициенты ДВП Добеши-4 

Коэффициенты 

Добеши-4 

Целочисленные 

коэффициенты 

63
1
р  64

2
р  65

3
р  

683027,0
1
с  174  48 46 44 

1830127,1
2
с  302  50 46 42 

3169873,0
3
с  81 18 17 16 

1830127,0
4

с  46  17 18 19 

 

Пусть четыре первых отсчетов входного сигнала равны 

 ...,33,15,62,110)( xs . Тогда для данного входного вектора равен: 

.375613346158162302110174

)3()2()1()0(
43211



 cscscscsa
 

При этом детализирующий коэффициент для данного входного 

вектора: 

 

Найдем значения вычисленных коэффициентов в МККВ. Тогда  

аппроксимирующий коэффициент равен )56,57,13(37561
1

а , Так как 

детализирующий коэффициент - отрицательное число, то его необходимо 

11294)3()2()1()0( 43341  cscscscsd
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представить в виде положительного. Тогда получаем   

24946111294
1


раб

Рd . В этом случае: )16,34,46(249461
1

d . 

Рассмотрим реализацию ЦДВП в МККВ. Представим входной вектор в 

коде МККВ. 

   )...33,33,33(),15,15,15(),62,62,62(),45,46,47(...,33,15,62,110)( xs  

Вычислим аппроксимирующий коэффициент по первому модулю 

63
1
р  модулярного кода: 

 
  .1363mod1733181550624847

mod)3()2()1()0()0(
14131211111

11111






pcscscscsaS
ppppp  

Аналогичным образом вычисляем аппроксимирующий коэффициент 

по другим основаниям МККВ. Для второго основания 642 р  получаем: 

 
  .5764mod1833171546624646

mod)3()2()1()0()0(
24232221212

22222






pcscscscsaS
ppppp  

Для третьего основания 65
3
р  имеем: 

 
  .5664mod1933161542624445

mod)3()2()1()0()0(
34333231313

33333






pcscscscsaS
ppppp  

Тогда аппроксимирующий коэффициент в МККВ )56,57,13(
1
а . 

Вычислим детализирующий коэффициент по первому модулю 63
1
р  

 
  .4663mod4833501518621747

mod)3()2()1()0()1(
11121314111

11111






pcscscscsdS
ppppp  

Аналогичным образом вычисляем детализирующий коэффициент по 

другим основаниям МККВ. Для второго основания 64
2
р  получаем: 

 
  .3464mod4633461517621846

mod)3()2()1()0()1(
21222324212

22222






pcscscscsdS
ppppp  

Для третьего основания 65
3
р  имеем: 
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  .1664mod4433421516621945

mod)3()2()1()0()1(
31323334313

33333






pcscscscsdS
ppppp  

Тогда детализирующий коэффициент в МККВ )16,34,46(
1
d . 

Результаты вычислений совпали. 

Рассмотрим временные затраты, которые требуются для выполнения 

цифровой обработки сигналов с использованием разработанной матмодели 

ЦДВП Добеши и быстрого алгоритма ДПФ. Для этого воспользуемся ПЛИС 

Kint ex UltraScale xcku 025. Исследование реализуются с помощью САПР 

Xillin Vivado HLS 2018. Прямое преобразование ПКД-МККВ реализовано на 

основе алгоритма распределенной арифметики. Табличная реализация 

арифметических операций в МККВ была выполнена с использованием 

внутренней памяти FPGA. При выполнении обратного преобразования из 

МККВ в ПДК использовалось выражение (19). При этом, для снижения 

схемных затрат была проведена модификация КТО, благодаря которой нет 

необходимости вычислять ранг числа.  

Проведенный сравнительный анализ показал, что для реализации 

ОБПФ выбранного сигнала OFDM потребовалось 486 нс. Меньшими 

временными затратами обладают преобразования сигналов, которые 

реализуются с использованием ЦДВМ в поле )262147(GF . Для этого 

потребовалось 242 нс. При использовании разработанной математической 

модели ЦДВП Добеши-4 в МККВ временные затраты были равны 182 нс. 

Следовательно, за счет использования параллельных МККВ, время цифровой 

обработки сигналов в системах OFDM сократилось в 2,67 раза по сравнению 

с использованием БПФ и ОБПФ. А это, в свою очередь, позволит снизить 

временные затраты на генерацию сигнала OFDM и повысить скорость 

передачи информации в НССИ. 
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Выводы 

Одним из способов повысить скорость передачи данных в 

низкоорбитальных группировках спутников выступает разработка и 

использование новых математических моделей цифровой обработки 

сигналов. В статье представлены модели, которые позволяют сократить 

временные затраты на обработку сигналов по сравнению с ОБПФ за счет 

интеграции теории построения ЦДВП и параллельных МККВ. Программно-

аппаратная реализация на основе ПЛИС Kint ex UltraScale xcku 025, показала, 

что для выполнения ОБПФ выбранного сигнала OFDM потребовалось 486 нс. 

Меньшими временными затратами обладают преобразования сигналов, 

которые реализуются с использованием ЦДВМ в поле )262147(GF . Для этого 

потребовалось 242 нс. При использовании разработанной математической 

модели ЦДВП Добеши-4 в МККВ, временные затраты были равны 182 нс. 

Следовательно, за счет использования параллельных МККВ, время цифровой 

обработки сигналов в системах OFDM сократилось в 2,67 раза по сравнению 

с использованием БПФ и ОБПФ. А это, в свою очередь, позволяет снизить 

временные затраты на генерацию сигнала OFDM и повысить скорость 

передачи информации в НССИ. 

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного 

фонда № 23-21-00036, rscf.ru/project/23-21-00036/. 
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