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Математическое моделирование и компьютерная графика 

кинематических линейчатых поверхностей на основе внутреннего 

обкатывания в парах контактирующих цилиндров и конусов 
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Аннотация: На основе геометрической модели внутреннего обкатывания одного аксоида 
другим для пар круговых цилиндров и круговых конусов разработано аналитическое 
описание генерируемых кинематических линейчатых поверхностей. Рассмотрены два 
варианта взаимного расположения подвижного и неподвижного аксоидов. В первом 
варианте подвижный аксоид расположен внутри неподвижного и при этом внешняя 
поверхность подвижного аксоида обкатывает внутреннюю поверхность неподвижного. Во 
втором варианте, наоборот, неподвижный аксоид расположен внутри подвижного и, 
соответственно, внешняя поверхность неподвижного аксоида обкатывается внутренней 
поверхностью подвижного. В результате, одна из прямолинейных образующих 
подвижного аксоида генерирует новую кинематическую линейчатую поверхность. С 
помощью ранее разработанного приложения “ArtMathGraph” выполнена компьютерная 
графика кинематических линейчатых поверхностей, построенных для двух вариантов 
геометрической модели внутреннего обкатывания одного аксоида другим.  
Ключевые слова: математическое моделирование, аналитическая геометрия, 
кинематическая линейчатая поверхность, компьютерная графика.  

Достижения математического моделирования аналитических 

поверхностей систематизированы в “Энциклопедии аналитических 

поверхностей” [1], включившей в себя класс технологически востребованных 

линейчатых поверхностей [1-3]. Разработка новых геометрических моделей 

построения оригинальных аналитических поверхностей относится к одной из 

актуальных задач аналитической геометрии линейчатых поверхностей [1-3], 

включая прикладные аспекты в строительстве и архитектуре [4, 5]. 

Возможности моделирования новых  линейчатых поверхностей существенно 

расширяются за счет кинематических поверхностей [6-9]. Кинематические 

линейчатые поверхности формируются движением выделенной 

прямолинейной образующей одной (подвижной) линейчатой поверхности в 

процессе её перемещения относительно другой (неподвижной) линейчатой 

поверхности  при условии, что в данном процессе эти поверхности в каждый 
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момент времени соприкасаются по единой общей для них прямолинейной 

образующей [7-9]. Этому условию контактирования в парах аксоидов 

удовлетворяет, например, геометрическая модель качения одного аксоида по 

другому для таких пар, как “цилиндр – цилиндр” или “конус – конус” [8]. 

Для  этих пар геометрическая модель внешнего обкатывания одного аксоида 

другим, в процессе которого внешняя поверхность неподвижного аксоида 

обкатывается внешней поверхностью подвижного, подробно изучена [8]. 

Геометрическая модель внутреннего обкатывания одного аксоида другим 

рассмотрена в настоящей работе и включает в себя два варианта (А и Б) 

взаимного расположения подвижного и неподвижного аксоидов и, как 

следствие, два варианта генерируемых при этом кинематических линейчатых 

поверхностей. В варианте А подвижный аксоид расположен внутри 

неподвижного аксоида, внутренняя поверхность которого обкатывается 

внешней поверхностью подвижного аксоида, а в варианте Б неподвижный 

аксоид расположен внутри подвижного и внешняя поверхность 

неподвижного аксоида обкатывается внутренней поверхностью подвижного.     

1. Пара контактирующих круговых цилиндров. 

 
1А 

 
КП (1А) 

 
1Б 

 
КП (1Б) 

Рис. 1. Пары контактирующих круговых цилиндров (варианты А и Б) и  
соответствующие кинематические поверхности (КП (1А) и КП (1Б)). 

 

 

Геометрическая модель внутреннего обкатывания в паре 

контактирующих круговых цилиндров (рис. 1) представлена в виде 

суперпозиции двух согласованных между собой движений:  

(1) вращательное движение подвижного цилиндра вокруг своей оси;  
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(2) вращательное движение оси подвижного цилиндра вокруг оси 

неподвижного цилиндра, совпадающей с осью oz неподвижной системы 

координат oxyz, связанной с неподвижным цилиндром.   

В результате, движение одной из прямолинейных образующих 

подвижного цилиндра генерирует кинематическую линейчатую поверхность, 

параметрическое (в параметрах u, v) задание которой в неподвижной системе 

координат oxyz для вариантов А и Б (рис. 1) имеет следующий вид: 

Вариант А Вариант Б 

ukbukbx cos)1())1cos(( −−−= ; 

ukbukby sin)1())1sin(( −−−= ; 

vz = ;  

ukbukbx cos)1())1cos(( −−+= ; 

ukbukby sin)1())1sin(( −−+= ; 

 vz = ,         

где bak /=   ( a – радиус неподвижного, b – радиус подвижного  цилиндров). 

          Кинематические поверхности (КП (1А) и КП (1Б)), построенные для двух 

вариантов (А и Б) внутреннего обкатывания в паре контактирующих круговых 

цилиндров, приведены на рисунке 1.  

Изображения контактирующих аксоидов и компьютерная графика 

кинематических линейчатых поверхностей (рис. 1) выполнены с помощью 

приложения “ArtMathGraph” [10], разработанного ранее для визуализации 

аналитических поверхностей и моделей сложных геометрических форм [11].  

2. Пара контактирующих круговых конусов. 

 
2А 

 
КП (2А) 

 
2Б 

 
 

 

КП (2Б) 

Рис. 2. Пары контактирующих круговых конусов (варианты А и Б) и 
соответствующие кинематические поверхности (КП (2А) и КП (2Б)). 

(На рисунке оси неподвижных аксоидов вертикальные.) 
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Геометрическая модель обкатывания одного конуса другим (рис. 2) 

представлена как суперпозиция двух согласованных между собой движений:  

(1) вращательное движение подвижного конуса вокруг своей оси;  

(2) вращательное движение оси подвижного конуса вокруг оси неподвижного 

конуса, совпадающей с осью oz неподвижной системы координат oxyz.   

В результате, движение одной из прямолинейных образующих 

подвижного конуса генерирует кинематическую линейчатую поверхность, 

параметрическое (в параметрах u, v) задание которой в неподвижной системе 

координат oxyz, связанной с неподвижным конусом, имеет следующий вид: 

uYuZuXx sincossincoscos −−= θθ ; 

uYuZuXy cossinsinsincos +−= θθ ; 

θθ cossin ZXz += , 

где ϕβ cossinvX = ;  ϕβ sinsinvY = ;  βcosvZ = . 

Для варианта А внутреннего обкатывания (рис. 2): βαθ −= , ku−=ϕ , 

а для варианта Б внутреннего обкатывания (рис. 2): αβθ −= , ku=ϕ , 

где α  и β  – углы между осями и прямыми образующими для неподвижного  

и подвижного круговых конусов, соответственно; βα sin/sin=k . 

Кинематические поверхности (КП (2А) и КП (2Б)) для вариантов А и Б 

внутреннего обкатывания в паре круговых конусов приведены на рисунке 2.  

Таким образом, для двух вариантов геометрической модели 

внутреннего обкатывания одного аксоида другим в парах контактирующих 

цилиндров или конусов разработано аналитическое описание и проведена 

компьютерная визуализация построенных кинематических поверхностей. 

Использование геометрической модели внутреннего обкатывания одного 

аксоида другим с учетом графических возможностей разработанного ранее 

приложения “ArtMathGraph” расширяет зону компьютерного моделирования 

новых технологически востребованных линейчатых поверхностей.  
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