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Моделирование  3-ткани на поверхностях 
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Ростовский государственный университет путей сообщения 

Аннотация: Предложен способ задания поверхности определенной дискретным каркасом 
при помощи плоской 3-ткани. Задано однопараметрическое не параметризованное 
семейство кривых, т.е. дискретный каркас линий.  Возможны два случая задания линий 
дискретного каркаса поверхности:  точечными рядами или уравнениями.  
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Известно, что поверхность не может быть задана однозначно 

дискретным каркасом. 

Здесь предлагается способ задания поверхности определенной 

дискретным каркасом при помощи плоской 3-ткани. 

Положим, что каркас упорядочен, т.е.: 

– во-первых, линии каркаса являются плоскими;  

– во-вторых, проекции линий каркаса на плоскость XOY представляют 

собой пучок прямых с собственным или несобственным центром; в этом 

случае, между элементами пучка устанавливается линейная зависимость. 

Пусть в пространстве задано однопараметрическое не 

параметризованное семейство кривых, т.е. дискретный каркас линий. 

Проекции линий каркаса на плоскости XOY изобразятся семейством 

параллельных прямых с уравнением – ixi cKy += . Тогда уравнение 

дискретного каркаса поверхности можно записать в следующем виде: 

ixi cKy += , ( )xfz ij = , (1) 

где ...3,2,1, =ji   

Если использовать элементарное преобразование вращения так, чтобы 

прямые семейства стали параллельными оси OY, то уравнение (1) можно 

упростить: 
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ii cx = , ( )yfz ji = . (2) 

Возможны два случая задания линий дискретного каркаса поверхности: 

точечными рядами или уравнениями. Во втором случае уравнение каркаса 

поверхности соответствует уравнению (2). В первом случае точечные ряды 

можно задать любыми интерполяционными полиномами, в частности, 

параметрическими В-сплайнами, уравнения которых записывается 

следующим образом: 
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Сплайн, записанный в виде (3), непрерывен в узлах сетки, которой 

являются проекции точек каркаса на плоскость XOY. Коэффициенты Ci и Di 

определим так, чтобы были непрерывными его первая и вторая производные.  

( ) +
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−
−⋅+

⋅⋅−+⋅⋅
⋅+

−
=′ + 1

)]1(1[
2)1(3

2

32
1

tp
ptpt

h
C

h
ffyS

i

ii

i

i

i

ii
Ri  

 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
⋅+

⋅−⋅++−⋅−
⋅+ 1

)1(
)1(2)1()1(3

2

32

tq
qtqt

h
D

i

ii

i

i , (4) 

( ) ( )
i

i

i

ii

i

ii
iRi h

C
h

Dq
h

ffyS −
⋅+

−
−

=+′ + 21 , 

( ) ( )
i

i

i

ii

i

ii
iRi h

D
h

Cp
h

ffyS +
⋅+

−
−

=−′ +
+

21
1  

Обозначая ( )iRi ySm ′= , Ni ,...,0= , получаем уравнения 

( ) ( ) iiiiiii hmffDqC ⋅−−=⋅++ +12 , 

( ) ( ) iiiiiii hmffDCp ⋅+−=+⋅+ ++ 112 . 

Из уравнений вычисляем 
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Формулы (5) являются следствием непрерывности ( )ySR
′ . Далее, 

дифференцируя (4), получаем: 
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Отсюда следует 
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и условие непрерывности ( )ySRi
″  в точке ix  имеет вид 
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Подставляя сюда iD и 1−iC  из (5), получаем 
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Для сокращения записи будем обозначать левую и правую части (7) 

соответственно через ( )11 ,, +−⋅ iii mmmϕ  и ic . 

Для задания 3-ткани на дискретной поверхности введем на плоскости 

XOY еще два семейства параллельных прямых – одно семейство прямых 
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параллельных OX с уравнением ii cy = , а второе семейство диагональных 

прямых с уравнением 1=+ ii yx . Третье семейство будет диагональным 

(рис.1). 

 
Рис. 1. – 3-ткань на плоскости XOY 

 

 Семейства 1 и 2 являются проекциями плоскостей, которые 

пересекают линии каркаса в точках ix , iy , iz . Эти множества точек 

позволяют провести интерполяцию рядов в ортогональном и диагональном 

направлениях.  

Тогда уравнения каркаса линий в ортогональном направлении (вдоль 

семейства 1 на рис. 1.) будут иметь следующий вид (см. уравнения 3 – 6) 

( )xSRi , ( )xSRi
′ , ( )xSRi

″ , ii cy = ,  (8) 

а уравнения каркаса линий в диагональном направлении (вдоль семейства на 

рис. 2) запишем в виде 

( )yxSRi + , ( )yxSRi +′ , ( )yxSRi +″ , 1=+ ii yx , ( ),...3,2,1=i .  (9) 

Таким образом, уравнения 3-ткани поверхности (рис. 2), опустив 

уравнения первых и вторых производных, можно записать так 

( )ySRi , ii cx = ; ( )xSRi , ii cy = ; ( )yxSRi + , 1=+ ii yx  (10) 
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или 

( )yfz iji = , ii cx = ; ( )xSRi , ii cy = ; ( )yxSRi + , 1=+ ii yx .  (11) 

где ,...3,2,1, =ji . 

 

Рис. 2. – Нахождение точки М по ее проекции М1 

 

Следовательно, не имея уравнения поверхности, мы можем определить 

любую точку М лежащую на поверхности по ее проекции М1. При этом 

существует возможность управлять формой диагональной сплайн-кривой. 

Другим вариантом дискретного каркаса является радиальное 

расположение его линий. При этом пучки прямых на плоскости XOY, 

определяющих проекции «несущих» плоскостей линий каркаса, можно 

расположить в вершинах треугольника или на окружности через 1200. 

Уравнения пучков запишутся в виде 

11 cxKy ji +⋅= , 22 cxKy ji +⋅= , 33 cxKy ji +⋅=  (12) 

где ,...3,2,1=i .  

Остальные уравнения 3-ткани поверхности для определения точек М… 

по их проекциям М1... аналогичны рассмотренным выше. 
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